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 ������

��� ������� �
� .

G��� (G, ·) �
 ������ �&���	�
� 
����� e �� ���� a ∈ G,

D��� 	�
���� 
�� a ��� �&����� $
�* �
 	�
��� 
�&�� ������ n ∈ N∗
��� 
��

an = e,

C
 I������ 

�
� �� a, �� ���� ����� �
���� 
I����� 
�
 
�� n ��� 
�� an = e,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� G4 =
{
z ∈ C, z4 = 1

}
={−1, i,− i, 1} 

7	 �=�� ��� G4 ��	� �� �= ��������?=��
	 ��� �	 �

��� 

;

���
 ��

�
� �� ?�=?�	 ��� �����	�� �� G4 

C
 I 7 (−1)
4
= 1* ��
K −1 ��� �&����� $
�* �K� ordre (−1) = 2 8

i4 = 1* ��
K i ��� �&����� $
�* �K� ordre (i) = 4 8

(−i)
4
= 1* ��
K (−i) ��� �&����� $
�* �K� ordre (−i) = 4,

0��
?�?��

., G��� (G, ·) �
 ������ �&���	�
� 
����� e �� ���� x �
 ���	�
� �� G ��� 
��

xn = e ���� �
 �
���� 
I����� n, B�
���� 
�� �&����� �� x ������ n,

/, G���
� (G, ·) �
 ������* x �� y ���� ���	�
�� �� G,

'I( B�
���� 
�� �� x* y �� xy ��
� �&����� /* I���� xy = yx 8

'J( B�
���� 
�� �� x ��� �&����� $
�* I���� x−1
��� �&����� $
�* �� ����

x �� x−1
�
� �� 	�	� ����� 8

'K( B�
���� 
�� �� x ��� �&����� $
� I���� yxy−1
��� �&����� $
�* �� ����

x �� yxy−1
�
� �� 	�	� ����� 8

'�( B�
���� 
�� �� xy ��� �&����� $
� I���� yx ��� �&����� $
�* �� ����

xy �� yx �
� �� 	�	� �����,

0, G���
� G* G′
���� �������* f : G → G′

�
 	������	� �� �������* x �


���	�
� �� G �&����� $
� �� n �&����� �� x. B�
���� 
�� f (x) ��� �&�����

$
� �I
� G′
�� 
�� �&����� �� f (x) ������ n.

1, G��� (G,+) �
 ������ K�		��I��� �� T �&�
��	J�� ��� ���	�
�� �� G
�&����� $
�, B�
���� 
�� T ��� �
 ����+������ �� G,

2, H������ �&����� �� K�IK�
 ��� ���	�
�� �� ((Z/11Z) \ {0̄},×) .
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G���
� (G, ∗) �
 ������* A �
� �I���� 
�
 ���� �� G �� H �
 ����+������ �� G.

D��� 	�
���� 
�� H ��� �
��
��� �I� A* �
 	�
��� 
�� ���� ���� x ∈ H, ��

������ n ∈ N∗
* a1, · · · , an ∈ A �� ε1, · · · , εn ∈ {−1, 1} ���� 
�� x = aε11 · · · aεnn .

:����	�
� ��� 7 H = {x = aε11 · · · aεnn , a1, · · · , an ∈ A, ε1, · · · , εn ∈ {−1, 1}},

0 < 0 5 8 4 0

:
��	� A,B ���� �
����

���� ���	 �

��� G, 
	 ?
	����
� �� �
���

�

��� S �	��	�
� �=
 A ∪B.

5
	�
�
 ��� �
�� �����	� �� S ��� 
>��	� ?
��� �

���� ���	� �����

�	�� �������	�� =��=
��	=	� =���
	=������	� � A �� � B.

G��� x ∈ S* �� ������ ��
K c1, · · · , cn ∈ A ∪ B* ε1, · · · , εn ∈ {−1, 1} ���� 
��

x = cε11 cε22 · · · cεnn , C
 ���� �������� 
�� c1 ∈ A* ���� i1 �� ���� ��I
� �
���� ��

�&�
��	J�� {1, · · · , n} ��� 
�� ci1 ∈ A 8 �� i1 = n ��
K x ∈ A* ��
�
 ���� i2 ��

���� ��I
� �
���� �� {i1 + 1, · · · , n} ��� 
�� x ∈ B 8 �� i2 = n I���� x = α1 · α2

I��K α1 = cε11 · · · cεi1i1
�� α2 = c

εi1+1

i1+1
· · · cεnn ∈ B* ��
�
 ���� i3 �� ���� ��I
�

�
���� �� {i2 + 1, · · · , n} ��� 
�� ci3 ∈ A 8 �� i3 = n I���� x = α1 · α2 · α3 I��K

α3 = c
εi2+1

i2+1
· · · cεnn ∈ A �� I�
�� �� �����, , ,

?� ������ ��
K

α1, α3, · · · , α2p+1 ∈ A* α2, α4, · · · , α2p ∈ B ���� 
�� x = α1α2α3 · · ·α2p ��

x = α1 · α2 · · ·α2p−1 · α2p · α2p+1.

0��
?�?��

., G��� n ∈ N∗
* 	�
���� 
�� �� ������ Sn ��� ���	��I���
� �� {1, · · · , n}

��� �
��
��� �I� ��� K�K��� �� Sn.

/, G��� n ∈ N∗
* 	�
���� 
�� Sn ��� �
��
��� �I� ��� ��I
��������
�,

0, G��� n ∈ N∗
* 	�
���� 
�� Sn ��� �
��
��� �I� ��� n − 1 ��I
��������
�

����I
��� 7 (1, 2)* (2, 3)*· · · , (n− 1, n).

1, G��� n ∈ N∗
* 	�
���� 
�� Sn ��� �
��
��� �I� H = {τ, s} �" τ = (1, 2)

�� s = (1, 2, · · · , n),
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G��� (G, ·) �
 ������,

D��� 	�
���� 
�� G ��� �
	
��	�* �
 	�
��� 
�&�� ������ a ∈ G ��� 
�� G ����

�� ����+������ �
��
��� �I� {a},

:����	�
� ��� 7 ?� ������ a ∈ G ��� 
�� G = {an, n ∈ Z},

C
 ��	I�
�� 
�� ���� �

��� �
	
��	� ��� �
��������,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� n ∈ N∗
�� 	
�
	� �=
 Un = {z ∈ C, zn = 1} 7	 �=�� ��� Un ��	�

�� �= ��������?=��
	 ��� 	
�>
�� ?
������� ��� �	 �

��� 

5
	�
�
 ��� Un ��� �
	
��	� 

Un ��� �&�
��	J�� ��� �IK�
�� nimes
�� �&�
���, C
 I ��
K 7

Un =
{
ei

2kπ
n , k ∈ {0, · · · , n− 1}

}
.

D���
� a = ei
2π
n

* �
 I ���� ���� k ∈ {0, · · · , n− 1}* ei
2kπ
n = ak* �&�"

Un =
{
ak, k ∈ Z

}
.

DI� ����� Un ��� �
 ������ 	�
���
�,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f �
 	������	� �� ������� �� G �I
� G′

,

B�
���� 
�� �� G ��� 	�
���
� �� f ��� �����K���* I���� G′
��� �
 ������

	�
���
�,

/, G��� G �
 ������ 	�
���
� �
��
��� �I� �
 ���	�
� a �� G, B�
����


�� �� H ��� �
 ����+������ �� G 
�
 ������ � {0}* I���� H ��� 	�
���
�

�� �
��
��� �I� �
 ���	�
� am* �" m ��� �
 �
���� �������,

0, B�
���� 
�� �&�
��	J�� ��� �
����� ���I���� 	�������� �� n ��� �
 ������

	�
���
� �
��
��� �I� n,

1, B�
���� 
�� (Z/nZ,+) ��� �
 ������ 	�
���
�,

.-

$"' 0�		�
� 	�
���� 
���
 ������ ��� ?�?��
�� .

G��� (G, ·) �
 ������,

D��� 	�
���� 
�� G ��� ��������* �
 	�
��� 
�� G ��� 	�
���
� �� $
�,

:����	�
� ��� 7

∃n ∈ N∗, ∃a ∈ G tels que : G =
{
e, a, a2, · · · , an

}
.

0 < 0 5 8 4 0

5
	�
�
 ��� (((Z/5Z) \ {0̄}) ,×) ��� �	 �

��� ?�?����� 

F�	I�
��
� 
�� 3̄ = 8̄ = 2̄× 2̄× 2̄ = (2̄)
3

�� 4̄ = 2̄× 2̄ = (2̄)
2
,

?� ������ ��
K n = 3 ��� 
�� ((Z/5Z) \ {0̄}) =
{
1̄, 2̄, (2̄)

2
, (2̄)

3
}

,

DI� ����� ((Z/5Z) \ {0̄},×) ��� �
 ������ K�K��
��,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f �
 	������	� �� ������� �� G �I
� G′

,

B�
���� 
�� �� G ��� K�K��
�� �� f ��� �����K���* I���� G′
��� �
 ������

K�K��
��,

/, G��� G �
 ������ $
�, C
 I������ 

�
� �� G* �� 
�	J�� �&���	�
�� ��

G, B�
���� 
�� �� G ��� �&����� �
 
�	J�� ���	��� I���� G ��� K�K��
��,

0, G���
� (G1, ∗1)* (G2, ∗2) ���� ������� �� ∗ �I ��� ��$
�� ��� G1×G2 �I� 7

∀ (g1, g2) , (h1, h2) ∈ G1 ×G2, (g1, g2) ∗ (h1, h2) = (g1 ∗1 h1, g2 ∗2 h2)

'I( B�
���� 
�� (G1 ×G2, ∗) ��� �
 ������ 8

'J( B�
���� 
�� �� G1 ��� K�K��
�� �&����� n1* G2 ��� K�K��
�� �&�����

n2,

G� �� ���� n1 �� n2 ��
� ���	���� �
��� ���* I���� G1×G2 ��� K�K��
��

�&����� n1n2,

1, B�
���� 
�� ((Z/7Z) \ {0̄},×) ��� �
 ������ K�K��
��,

..
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��������,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� n ∈ N∗
�� 	
�
	� �=
 Un = {z ∈ C, zn = 1} 7	 �=�� ��� Un ��	�

�� �= ��������?=��
	 ��� 	
�>
�� ?
������� ��� �	 �

��� 

5
	�
�
 ��� Un ��� �
	
��	� 

Un ��� �&�
��	J�� ��� �IK�
�� nimes
�� �&�
���, C
 I ��
K 7

Un =
{
ei

2kπ
n , k ∈ {0, · · · , n− 1}

}
.

D���
� a = ei
2π
n

* �
 I ���� ���� k ∈ {0, · · · , n− 1}* ei
2kπ
n = ak* �&�"

Un =
{
ak, k ∈ Z

}
.

DI� ����� Un ��� �
 ������ 	�
���
�,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f �
 	������	� �� ������� �� G �I
� G′

,

B�
���� 
�� �� G ��� 	�
���
� �� f ��� �����K���* I���� G′
��� �
 ������

	�
���
�,

/, G��� G �
 ������ 	�
���
� �
��
��� �I� �
 ���	�
� a �� G, B�
����


�� �� H ��� �
 ����+������ �� G 
�
 ������ � {0}* I���� H ��� 	�
���
�

�� �
��
��� �I� �
 ���	�
� am* �" m ��� �
 �
���� �������,

0, B�
���� 
�� �&�
��	J�� ��� �
����� ���I���� 	�������� �� n ��� �
 ������

	�
���
� �
��
��� �I� n,

1, B�
���� 
�� (Z/nZ,+) ��� �
 ������ 	�
���
�,

.-

$"' 0�		�
� 	�
���� 
���
 ������ ��� ?�?��
�� .

G��� (G, ·) �
 ������,

D��� 	�
���� 
�� G ��� ��������* �
 	�
��� 
�� G ��� 	�
���
� �� $
�,

:����	�
� ��� 7

∃n ∈ N∗, ∃a ∈ G tels que : G =
{
e, a, a2, · · · , an

}
.

0 < 0 5 8 4 0

5
	�
�
 ��� (((Z/5Z) \ {0̄}) ,×) ��� �	 �

��� ?�?����� 

F�	I�
��
� 
�� 3̄ = 8̄ = 2̄× 2̄× 2̄ = (2̄)
3

�� 4̄ = 2̄× 2̄ = (2̄)
2
,

?� ������ ��
K n = 3 ��� 
�� ((Z/5Z) \ {0̄}) =
{
1̄, 2̄, (2̄)

2
, (2̄)

3
}

,

DI� ����� ((Z/5Z) \ {0̄},×) ��� �
 ������ K�K��
��,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f �
 	������	� �� ������� �� G �I
� G′

,

B�
���� 
�� �� G ��� K�K��
�� �� f ��� �����K���* I���� G′
��� �
 ������

K�K��
��,

/, G��� G �
 ������ $
�, C
 I������ 

�
� �� G* �� 
�	J�� �&���	�
�� ��

G, B�
���� 
�� �� G ��� �&����� �
 
�	J�� ���	��� I���� G ��� K�K��
��,

0, G���
� (G1, ∗1)* (G2, ∗2) ���� ������� �� ∗ �I ��� ��$
�� ��� G1×G2 �I� 7

∀ (g1, g2) , (h1, h2) ∈ G1 ×G2, (g1, g2) ∗ (h1, h2) = (g1 ∗1 h1, g2 ∗2 h2)

'I( B�
���� 
�� (G1 ×G2, ∗) ��� �
 ������ 8

'J( B�
���� 
�� �� G1 ��� K�K��
�� �&����� n1* G2 ��� K�K��
�� �&�����

n2,

G� �� ���� n1 �� n2 ��
� ���	���� �
��� ���* I���� G1×G2 ��� K�K��
��

�&����� n1n2,

1, B�
���� 
�� ((Z/7Z) \ {0̄},×) ��� �
 ������ K�K��
��,

..
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G���
� (G, ·) �
 ������ �� H �
 ����+������ �� G,

D��� 	�
���� 
�� H ��� �	��
��	� �� �����	���* �
 	�
��� 
�� ���� ���� a ∈ G*

aHa−1 ⊂ H,

:����	�
� ��� 7 ∀a ∈ G* ∀x ∈ H* axa−1 ∈ H,

9��=
���

G� (G, ·) ��� �
 ������ K�		��I���* ���� ����+������ �� G ��� �����
���,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� (G, ·) �	 �

��� 7	 ����
�� ����� ������ �	 �	���
 n ∈ N∗
��� ���

�
�
 �
�� x, y ∈ G� (xy)
n
= xnyn 7	 	
�� G(n) = {xn, x ∈ G} 

=� 5
	�
�
 ��� G(n)
��� �	 �
����

��� �� G ,

>� 5
	�
�
 ��� G(n)
��� �����	��� �=	� G 

I( G���
� x, y ∈ G(n)
* 	�
���
� 
�� xy ∈ G(n)

, ?� ������ u, v ∈ G ��� 
��

x = un
* y = vn* K�		� xy = unvn = (uv)

n
�� uv ∈ G KI� G ��� �


������* ��
K xy ∈ G(n)
, G��� x ∈ G(n)

�� 	�
���
� 
�� x−1 ∈ G(n)
, ?�

������ u ∈ G ��� 
�� x = un
* �&I���� �I�� K�		� (un)

−1 · (un) = eG
��

(
u−1

)n · un =
(
u−1u

)n
= eG 'eG ��I
� �&���	�
� 
����� �� G(* ��
K

(un)
−1

=
(
u−1

)n
�&�" x−1 = (un)

−1
=

(
u−1

)n
�� �I� ����� x−1 ∈ G(n)

,

DI� K�
��
��
� G(n)
��� �
 ����+������ �� G,

J( G���
� a ∈ G �� x ∈ G(n)
* �� ������ ��
K u ∈ G ��� 
�� x = un

* ��

K�		� axa−1 = auna−1 =
(
aua−1

) (
aua−1

)
· · ·

(
aua−1

)
=

(
aua−1

)n
��
K axa−1 ∈ G(n)

�� �I� ����� G(n)
��� �
 ����+������ �����
��� �� G,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f : G → G′

�
 	������	� �� �������,

'I( B�
���� 
�� ���� ���� ����+������ �����
��� H ′
�� G′

* f−1(H ′) ���

�
 ����+������ �����
��� �� G 8

'J( B�
���� 
�� �� f ��� �����K����* ���� ���� ����+������ �����
��� H
�� G* f(H) ��� �
 ����+������ �����
��� �� G,

)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I���� 7 �� �������� �I�� 7 .54,

./

$") 0�		�
� �����	�
�� �= ���
=���� ���
� ���!

	��=���
 .

G��� σ �
� ���	��I���
 '�
 ���	�
� �� Sn(,

D��� �����	�
�� �I ���
I���� �� σ* �
 ��K�	���� �&IJ��� σ �
 ������� �� K�K���

��
� ��� �������� ��
� ���� � ���� ������
�� 'K���� ��K�	�������
 ��� �
�
��(*

���� m �� 
�	J�� �� K�K��� ���	I
� K���� ��K�	�������
,

AI ���
I���� �� σ ��� I���� (−1)
n−m

,

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �= ���	=��
� �� �= ��
���=��
	 σ �� S10 ���	�� �=


σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 5 2 1 4 7 9 8 10

)
.

<�K�	����
� �&IJ��� σ �
 ������� �� K�K��� ��
� ��� �������� ��
� ���� �

���� ������
��, D��� K��I* K�
������
� ��� K�K��� ����I
��

s1 = (1, 3, 5)* s2 = (2, 6, 4)* s3 = (7)* s4 = (8, 9) �� s5 = (10)

C
 I 7 σ = s1 ◦ s2 ◦ s3 ◦ s4 ◦ s5,

AI ���
I���� �� σ ��� I���� sig(σ) = (−1)
10−5

= (−1)
5
= −1,

0��
?�?��

., G��� σ �I ���	��I���
 �� S5 ��$
�� �I�

σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
.

'I( <�K�	����� σ �
 ������� �� K�K��� � �������� ���� � ���� ������
�� 8

'J( =
 ������� �I ���
I���� �� σ,

/, ;I�K���� �I ���
I���� �� K�IK�
� ��� ���	��I���
� ����I
���

'I( σ1 =

(
1 2 3
3 2 1

)
8

'J( σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 6 2 4 3 1

)
8

'K( σn =

(
1 2 3 · · · (n− 1) n
n (n− 1) (n− 2) · · · 2 1

)
I��K n ∈ N∗

,

.0
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G���
� (G, ·) �
 ������ �� H �
 ����+������ �� G,

D��� 	�
���� 
�� H ��� �	��
��	� �� �����	���* �
 	�
��� 
�� ���� ���� a ∈ G*

aHa−1 ⊂ H,

:����	�
� ��� 7 ∀a ∈ G* ∀x ∈ H* axa−1 ∈ H,

9��=
���

G� (G, ·) ��� �
 ������ K�		��I���* ���� ����+������ �� G ��� �����
���,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� (G, ·) �	 �

��� 7	 ����
�� ����� ������ �	 �	���
 n ∈ N∗
��� ���

�
�
 �
�� x, y ∈ G� (xy)
n
= xnyn 7	 	
�� G(n) = {xn, x ∈ G} 

=� 5
	�
�
 ��� G(n)
��� �	 �
����

��� �� G ,

>� 5
	�
�
 ��� G(n)
��� �����	��� �=	� G 

I( G���
� x, y ∈ G(n)
* 	�
���
� 
�� xy ∈ G(n)

, ?� ������ u, v ∈ G ��� 
��

x = un
* y = vn* K�		� xy = unvn = (uv)

n
�� uv ∈ G KI� G ��� �


������* ��
K xy ∈ G(n)
, G��� x ∈ G(n)

�� 	�
���
� 
�� x−1 ∈ G(n)
, ?�

������ u ∈ G ��� 
�� x = un
* �&I���� �I�� K�		� (un)

−1 · (un) = eG
��

(
u−1

)n · un =
(
u−1u

)n
= eG 'eG ��I
� �&���	�
� 
����� �� G(* ��
K

(un)
−1

=
(
u−1

)n
�&�" x−1 = (un)

−1
=

(
u−1

)n
�� �I� ����� x−1 ∈ G(n)

,

DI� K�
��
��
� G(n)
��� �
 ����+������ �� G,

J( G���
� a ∈ G �� x ∈ G(n)
* �� ������ ��
K u ∈ G ��� 
�� x = un

* ��

K�		� axa−1 = auna−1 =
(
aua−1

) (
aua−1

)
· · ·

(
aua−1

)
=

(
aua−1

)n
��
K axa−1 ∈ G(n)

�� �I� ����� G(n)
��� �
 ����+������ �����
��� �� G,

0��
?�?��

., G���
� G, G′
���� ������� �� f : G → G′

�
 	������	� �� �������,

'I( B�
���� 
�� ���� ���� ����+������ �����
��� H ′
�� G′

* f−1(H ′) ���

�
 ����+������ �����
��� �� G 8

'J( B�
���� 
�� �� f ��� �����K����* ���� ���� ����+������ �����
��� H
�� G* f(H) ��� �
 ����+������ �����
��� �� G,

)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I���� 7 �� �������� �I�� 7 .54,

./

$") 0�		�
� �����	�
�� �= ���
=���� ���
� ���!

	��=���
 .

G��� σ �
� ���	��I���
 '�
 ���	�
� �� Sn(,

D��� �����	�
�� �I ���
I���� �� σ* �
 ��K�	���� �&IJ��� σ �
 ������� �� K�K���

��
� ��� �������� ��
� ���� � ���� ������
�� 'K���� ��K�	�������
 ��� �
�
��(*

���� m �� 
�	J�� �� K�K��� ���	I
� K���� ��K�	�������
,

AI ���
I���� �� σ ��� I���� (−1)
n−m

,

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �= ���	=��
� �� �= ��
���=��
	 σ �� S10 ���	�� �=


σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 5 2 1 4 7 9 8 10

)
.

<�K�	����
� �&IJ��� σ �
 ������� �� K�K��� ��
� ��� �������� ��
� ���� �

���� ������
��, D��� K��I* K�
������
� ��� K�K��� ����I
��

s1 = (1, 3, 5)* s2 = (2, 6, 4)* s3 = (7)* s4 = (8, 9) �� s5 = (10)

C
 I 7 σ = s1 ◦ s2 ◦ s3 ◦ s4 ◦ s5,

AI ���
I���� �� σ ��� I���� sig(σ) = (−1)
10−5

= (−1)
5
= −1,

0��
?�?��

., G��� σ �I ���	��I���
 �� S5 ��$
�� �I�

σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
.

'I( <�K�	����� σ �
 ������� �� K�K��� � �������� ���� � ���� ������
�� 8

'J( =
 ������� �I ���
I���� �� σ,

/, ;I�K���� �I ���
I���� �� K�IK�
� ��� ���	��I���
� ����I
���

'I( σ1 =

(
1 2 3
3 2 1

)
8

'J( σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 6 2 4 3 1

)
8

'K( σn =

(
1 2 3 · · · (n− 1) n
n (n− 1) (n− 2) · · · 2 1

)
I��K n ∈ N∗

,

.0
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G��� (A,+,×) �
 I

�I� �� ���� a ∈ A,

D��� 	�
���� 
�� a ��� 	���
��	�* �
 	�
��� 
�&�� ������ n ∈ N∗
��� 
�� an = 0A,

'0A ��I
� �&���	�
� 
����� �� (A,+)(,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� M2 (R) ���	���>�� ��� �=�
�?�� ?=

��� ��

�
� #� � ?
��?��	��

�=	� R 7	 �=�� ��� (M2 (R) ,+,×) ��� �	 =		�=� 

5
	�
�
 ��� �= �=�
�?� A =


0 1
0 0


��� 	���
��	�� 

;�		� A2 =


0 1
0 0


×


0 1
0 0


=


0 0
0 0


= 0M2(R)* ��
K �� ������

n = 2 ∈ N∗
��� 
�� An = 0M2(R) �� �I� ����� A ��� 
������
��,

0��
?�?��

., G���
� (A,+,×) �
 I

�I� �� x, y ∈ A,

'I( B�
���� 
�� �� x ��� 
������
� I���� (1− x) ��� �
�����J�� �� KI�K����

��
 �
����� 8

'J( B�
���� 
�� �� xy ��� 
������
� I���� yx �&��� I����,

'K( B�
���� 
�� �� x �� y ��
� 
������
�� �� K�		���
� I���� (x+ y) ���


������
�,

/, G���
� A* A′
���� I

�I��* f �
 	������	� �&I

�I� '���� ��	� .( ��

a ∈ A,

B�
���� 
�� �� a ��� 
������
� �I
� A I���� f (a) ��� 
������
� �I
� A′.

0, C
 K�
������ �&I

�I� (Z/8Z,+,×),

<����	�
�� ��� ���	�
�� 
������
�� �I
� (Z/8Z,+,×),

1, <I
� �&I

�I� (M3 (R) ,+,×)* �
 K�
������ ��� 	I���K�� ����I
���

A =




0 1 1
0 0 1
0 0 0




�� B =




−9 7 13
−13 10 4
4 −3 −1




,

B�
���� 
�� A �� B ��
� 
������
���,

.1

$"+ 0�		�
� 	�
���� 
���
� �=���� ���
 =
!


�=� ��� �
 ���=� .

G���
� (A,+,×) �
 I

�I� �� I �
� �I���� �� A,

D��� 	�
���� 
�� I ��� �
 ����� �� A* �
 	�
��� 
�� (I,+) ��� �
 ����+������

�� A �� (IA ⊂ I) �� (AI ⊂ I), :����	�
� ��� 7

I ̸= ∅* ∀x, y ∈ I* x− y ∈ I �� ∀x ∈ I, ∀y ∈ A, (xy ∈ I et yx ∈ I) (∗),

G� �&I

�I� A ��� K�		��I���* �I ��������� (∗) ���� ���� ��	��IK�� �I�

∀x ∈ I, ∀y ∈ A, xy ∈ I.

0 < 0 5 8 4 0

:
�� n ∈ N∗
 5
	�
�
 ��� ���	���>�� I = {nx, x ∈ Z} ����	���>�� ���

��������� �� n� ��� �	 ���=� �� ��=		�=� (Z,+,×) 

• 0 ∈ I ��
K I ̸= ∅,

• G���
� x, y ∈ I* �� ������ ��
K k, k
′ ∈ Z ���� 
�� x = nk �� y = nk

′
,

C
 I 7 x− y = nk − nk
′
= n(k − k′) ��
K (x− y) ∈ I,

;�		� (Z,×) ��� K�		��I���* �� ��%� �� 	�
���� 
�� ���� ���� x ∈ I �� y ∈ Z*

xy ∈ I, D��� K��I* ����
� x ∈ I �� y ∈ Z* �� ������ k ∈ Z ��� 
�� x = kn, C
 I 7

xy = nky = n (ky)* ��
K xy ∈ I, DI� ����� I ��� �
 ���I� �� (Z,+,×),

0��
?�?��

., G���
� (A,+,×) �
 I

�I�* I �� J ���� ���I�� �� A,

'I( B�
���� 
�� I + J ��� �
 ���I� �� A 8

'J( B�
���� 
�� I + J ��� �� ���� ����� ���I� �� A K�
��
I
� I ∪ J ,

/, G���
� (A,+,×) �
 I

�I�* I �� J ���� ���I�� �� A,

C
 �����
� �I� I ∗ J �&�
��	J�� ��� u �� A I�I
� �I ��������� ����I
��

� ?� ������ n ∈ N∗
* �
� �I	���� x1, · · · , xn �� n ���	�
�� �� I �� �
� �I	����

y1, · · · , yn �� n ���	�
�� �� J ���� 
�� 7 u = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn �,

'I( B�
���� 
�� I ∗ J ��� �
 ���I� �� A 8

'J( B�
���� 
�� I ∗ J ⊂ I ∩ J ,

0, G���
� P0 ∈ R [X] �� P0R [X] �&�
��	J�� ��� ����
!	�� ������J��� �I� P0

�I
� R [X]* K&��� � ���� 7 P0R [X] = {P0Q,Q ∈ R [X]},

B�
���� 
�� P0R [X] ��� �
 ���I� �� R [X],
)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I����* �� �������� �I�� 7 .54,

.2
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$"* 0�		�
� 	�
���� 
���
 ���	�
� ���
 =
!


�=� ��� 
������
� .

G��� (A,+,×) �
 I

�I� �� ���� a ∈ A,

D��� 	�
���� 
�� a ��� 	���
��	�* �
 	�
��� 
�&�� ������ n ∈ N∗
��� 
�� an = 0A,

'0A ��I
� �&���	�
� 
����� �� (A,+)(,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� M2 (R) ���	���>�� ��� �=�
�?�� ?=

��� ��

�
� #� � ?
��?��	��

�=	� R 7	 �=�� ��� (M2 (R) ,+,×) ��� �	 =		�=� 

5
	�
�
 ��� �= �=�
�?� A =


0 1
0 0


��� 	���
��	�� 

;�		� A2 =


0 1
0 0


×


0 1
0 0


=


0 0
0 0


= 0M2(R)* ��
K �� ������

n = 2 ∈ N∗
��� 
�� An = 0M2(R) �� �I� ����� A ��� 
������
��,

0��
?�?��

., G���
� (A,+,×) �
 I

�I� �� x, y ∈ A,

'I( B�
���� 
�� �� x ��� 
������
� I���� (1− x) ��� �
�����J�� �� KI�K����

��
 �
����� 8

'J( B�
���� 
�� �� xy ��� 
������
� I���� yx �&��� I����,

'K( B�
���� 
�� �� x �� y ��
� 
������
�� �� K�		���
� I���� (x+ y) ���


������
�,

/, G���
� A* A′
���� I

�I��* f �
 	������	� �&I

�I� '���� ��	� .( ��

a ∈ A,

B�
���� 
�� �� a ��� 
������
� �I
� A I���� f (a) ��� 
������
� �I
� A′.

0, C
 K�
������ �&I

�I� (Z/8Z,+,×),

<����	�
�� ��� ���	�
�� 
������
�� �I
� (Z/8Z,+,×),

1, <I
� �&I

�I� (M3 (R) ,+,×)* �
 K�
������ ��� 	I���K�� ����I
���

A =




0 1 1
0 0 1
0 0 0




�� B =




−9 7 13
−13 10 4
4 −3 −1




,

B�
���� 
�� A �� B ��
� 
������
���,

.1

$"+ 0�		�
� 	�
���� 
���
� �=���� ���
 =
!


�=� ��� �
 ���=� .

G���
� (A,+,×) �
 I

�I� �� I �
� �I���� �� A,

D��� 	�
���� 
�� I ��� �
 ����� �� A* �
 	�
��� 
�� (I,+) ��� �
 ����+������

�� A �� (IA ⊂ I) �� (AI ⊂ I), :����	�
� ��� 7

I ̸= ∅* ∀x, y ∈ I* x− y ∈ I �� ∀x ∈ I, ∀y ∈ A, (xy ∈ I et yx ∈ I) (∗),

G� �&I

�I� A ��� K�		��I���* �I ��������� (∗) ���� ���� ��	��IK�� �I�

∀x ∈ I, ∀y ∈ A, xy ∈ I.

0 < 0 5 8 4 0

:
�� n ∈ N∗
 5
	�
�
 ��� ���	���>�� I = {nx, x ∈ Z} ����	���>�� ���

��������� �� n� ��� �	 ���=� �� ��=		�=� (Z,+,×) 

• 0 ∈ I ��
K I ̸= ∅,

• G���
� x, y ∈ I* �� ������ ��
K k, k
′ ∈ Z ���� 
�� x = nk �� y = nk

′
,

C
 I 7 x− y = nk − nk
′
= n(k − k′) ��
K (x− y) ∈ I,

;�		� (Z,×) ��� K�		��I���* �� ��%� �� 	�
���� 
�� ���� ���� x ∈ I �� y ∈ Z*

xy ∈ I, D��� K��I* ����
� x ∈ I �� y ∈ Z* �� ������ k ∈ Z ��� 
�� x = kn, C
 I 7

xy = nky = n (ky)* ��
K xy ∈ I, DI� ����� I ��� �
 ���I� �� (Z,+,×),

0��
?�?��

., G���
� (A,+,×) �
 I

�I�* I �� J ���� ���I�� �� A,

'I( B�
���� 
�� I + J ��� �
 ���I� �� A 8

'J( B�
���� 
�� I + J ��� �� ���� ����� ���I� �� A K�
��
I
� I ∪ J ,

/, G���
� (A,+,×) �
 I

�I�* I �� J ���� ���I�� �� A,

C
 �����
� �I� I ∗ J �&�
��	J�� ��� u �� A I�I
� �I ��������� ����I
��

� ?� ������ n ∈ N∗
* �
� �I	���� x1, · · · , xn �� n ���	�
�� �� I �� �
� �I	����

y1, · · · , yn �� n ���	�
�� �� J ���� 
�� 7 u = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn �,

'I( B�
���� 
�� I ∗ J ��� �
 ���I� �� A 8

'J( B�
���� 
�� I ∗ J ⊂ I ∩ J ,

0, G���
� P0 ∈ R [X] �� P0R [X] �&�
��	J�� ��� ����
!	�� ������J��� �I� P0

�I
� R [X]* K&��� � ���� 7 P0R [X] = {P0Q,Q ∈ R [X]},

B�
���� 
�� P0R [X] ��� �
 ���I� �� R [X],
)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I����* �� �������� �I�� 7 .54,

.2
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$", 0�		�
� ?=�?���� �=
� Z/nZ .

D��� KI�K���� �I
� Z/nZ I��K n ∈ N∗
* �
 ������� ��� ���I���
� �� K�	�I��J�����

	����� n I��K ��� ���� + �� ×,

:����	�
� ��� 7

G���
� (a, b, c, d) ∈ Z∗
�� p ∈ N* �
 I 7

a ≡ b [n]
c ≡ d [n]

}
⇒

{
a+ c ≡ (b+ d) [n]

ac ≡ bd [n]

(a ≡ b [n]) ⇒ (ap ≡ bp [n]) .

0 < 0 5 8 4 0

5
	�
�
 ��� �=	� Z/111Z� �
�
 �
�� n ∈ N� 
	 =

106n+2 + 103n+1 + 1 = 0

C
 ��	I�
�� 
�� 103 = 1000 = 1 + 9× 111 ��
K 103 ≡ 1 [111],

<&I���� �I��

106n+2 =
(
103

)2n · 100 ≡ 1 · 100 [111]

103n+1 =
(
103

)n · 10 ≡ 1 · 10 [111]

<�
K 106n+2 + 103n+1 + 1 ≡ (100 + 10 + 1) [111]

DI� ����� 7 106n+2 + 103n+1 + 1 = 0,

0��
?�?��

., B�
���� 
�� �I
� Z/11Z* ���� ���� n ∈ N* 32n + 26n−5 = 0,

/, <I
� Z/11Z* �����	�
�� �I K�I��� �� (1341)
2004

,

0, <I
� Z/7Z* �����	�
�� �I K�I��� �� 1952 × 2341,

1, B�
���� 
�� ���� ���� x, y ∈ Z2
* 17 |(2x+ 3y) ⇔ 17 |(9x+ 5y) ,

2, F������� ��� �
�I���
� ����I
���

'I( x2 + x+ 7 = 0 �I
� Z/13Z 8

'J( x2 − 4x+ 3 = 0 �I
� Z/12Z,

.3

�������� 	

�
������	�� ��
 ���

�
��	����

/,. ;�		�
� �����	�
�� �� D>;< �� ���� ����
!	�� 9

/,/ ;�		�
� 	�
���� 
�� a ��� �IK�
� �&����� k �&�
 ����
!	� 9

/,0 ;�		�
� 	�
���� 
�� ���� ����
!	�� ��
� ���	���� �
��� ��� 9

/,1 ;�		�
� �����	�
�� �� DD;B �� ���� ����
!	�� 9

/,2 ;�		�
� �������� �� ����
!	� �
������I���� �� AI��I
�� 9

/,3 ;�		�
� �������� ��� ���I���
� �
��� K��%K��
�� �� �IK�
�� �&�
 ����
!	� 9

/,4 ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� �I	���� �� ����
!	�� ��� ��J�� 9

.4
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$", 0�		�
� ?=�?���� �=
� Z/nZ .

D��� KI�K���� �I
� Z/nZ I��K n ∈ N∗
* �
 ������� ��� ���I���
� �� K�	�I��J�����

	����� n I��K ��� ���� + �� ×,

:����	�
� ��� 7

G���
� (a, b, c, d) ∈ Z∗
�� p ∈ N* �
 I 7

a ≡ b [n]
c ≡ d [n]

}
⇒

{
a+ c ≡ (b+ d) [n]

ac ≡ bd [n]

(a ≡ b [n]) ⇒ (ap ≡ bp [n]) .

0 < 0 5 8 4 0

5
	�
�
 ��� �=	� Z/111Z� �
�
 �
�� n ∈ N� 
	 =

106n+2 + 103n+1 + 1 = 0

C
 ��	I�
�� 
�� 103 = 1000 = 1 + 9× 111 ��
K 103 ≡ 1 [111],

<&I���� �I��

106n+2 =
(
103

)2n · 100 ≡ 1 · 100 [111]

103n+1 =
(
103

)n · 10 ≡ 1 · 10 [111]

<�
K 106n+2 + 103n+1 + 1 ≡ (100 + 10 + 1) [111]

DI� ����� 7 106n+2 + 103n+1 + 1 = 0,

0��
?�?��

., B�
���� 
�� �I
� Z/11Z* ���� ���� n ∈ N* 32n + 26n−5 = 0,

/, <I
� Z/11Z* �����	�
�� �I K�I��� �� (1341)
2004

,

0, <I
� Z/7Z* �����	�
�� �I K�I��� �� 1952 × 2341,

1, B�
���� 
�� ���� ���� x, y ∈ Z2
* 17 |(2x+ 3y) ⇔ 17 |(9x+ 5y) ,

2, F������� ��� �
�I���
� ����I
���

'I( x2 + x+ 7 = 0 �I
� Z/13Z 8

'J( x2 − 4x+ 3 = 0 �I
� Z/12Z,

.3

�������� 	

�
������	�� ��
 ���

�
��	����

/,. ;�		�
� �����	�
�� �� D>;< �� ���� ����
!	�� 9

/,/ ;�		�
� 	�
���� 
�� a ��� �IK�
� �&����� k �&�
 ����
!	� 9

/,0 ;�		�
� 	�
���� 
�� ���� ����
!	�� ��
� ���	���� �
��� ��� 9

/,1 ;�		�
� �����	�
�� �� DD;B �� ���� ����
!	�� 9

/,2 ;�		�
� �������� �� ����
!	� �
������I���� �� AI��I
�� 9

/,3 ;�		�
� �������� ��� ���I���
� �
��� K��%K��
�� �� �IK�
�� �&�
 ����
!	� 9

/,4 ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� �I	���� �� ����
!	�� ��� ��J�� 9

.4
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%"$ 0�		�
� �����	�
�� �� 9401 �� ����

����
�	�� .

G���
� A,B ���� ����
!	�� �� K [X]* (K = R ou C),

C
 I������ ����
!	� 	

������* ���� ����
!	� 
�
 
�� �� K [X] 
�� I 1 K�		�

K��%K��
� �� 	�
!	� �� ���� �I�� �����,

D��� �����	�
�� �� D>;< ��� ����
!	�� A �� B* �
 ����

• G��� ��K�	����� �
 �������� �� �IK����� ���	����, A� D>;< ��� I���� ��

������� '
��	I����( ��� �IK����� K�		�
� ���� I��K �I ���� ��I
�� �����I
K�,

• G��� �������� �&I�������	� �&=�K���� 7 �
 �#�K��� ��� �������
� ��K�����

��

K�+������� 7

A = BQ1+R1 ;B = R1Q2+R2 ;R1 = R2Q3+R3 ; ... ;Rk = Rk+1Qk+2+Rk+2

A� D>;< �� A �� B ��� I���� �� ���
��� ����� 	
	 	�� '�� 
��	I����(,

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �� 82./ ��� �
��	���� A �� B ����=	��

A = X5 +X4 −X3 +X2 +X − 1 ;B = X5 +X4 + 2X2 − 1

A&������I���
 �� �&I�������	� �&=�K���� 
��� ��

�

1 = Q1 −X2 − 1 = Q2 −X = Q3

A X5 +X4 + 2X2 − 1 = B −X3 −X2 +X = R1 X2 +X − 1 = R2

−X3 −X2 +X = R1 X2 +X − 1 = R2 0

DI� �����* �� D>;< ��� ����
!	�� A �� B ��� �� ����
!	� 7

D = R2 = X2 +X − 1.

0��
?�?��

<����	�
�� �I
� K�IK�
 ��� KI� ����I
�� �� D>;< ��� ����
!	�� A �� B.

., A = X5 −X4 + 2X3 − 2X2 + 2X − 1* B = X5 −X4 + 2X2 − 2X + 1 8

/, A = X4 + 2X3 − 11X2 − 12X + 36* B = 4X3 + 6X2 − 22X − 12 8

0, A = X3 +X2 −X + 1* B = X2 −X + 1 8

1, A = X99 + 1* B = X45 + 1 8

2, A = X5 −X4 −X3 + 2X + 2* B = X4 + 5X3 + 10X2 + 9X + 5,

.5

%"% 0�		�
� 	�
���� 
�� a ��� �=?�
� ������� k
���
 ����
�	� .

D��� 	�
���� 
�� a ��� �IK�
� �&�
 ����
!	� P * �
 	�
��� 
�� P̃ (a) = 0,

D��� 	�
���� 
�� a ��� �IK�
� �&����� k �&�
 ����
!	� P * �
 	�
��� 
��

P (a) = P ′(a) = · · · = P (k−1)(a) = 0 et P (k)(a) ̸= 0.

0 < 0 5 8 4 0

"( 5
	�
�
 ��� # ��� �	� 
=?�	� �� �
��	��� P = X2 − 5X + 6,

#( :
�� P = X6 + 3X5 − 2X4 − 16X3 − 21X2 − 11X − 2 

5
	�
�
 ��� (−1) ��� �	� 
=?�	� �� �
��	��� P �� �

���
 �
	



�
� �� ��������?��� 

.( =
 �#�� 7 P̃ (2) = 22 − 5 · 2 + 6 = 4− 10 + 6 = 0,

/( C
 I P̃ (−1) = 1− 3− 2 + 16− 21 + 11− 2 = 0* ��
K −1 ��� �
� �IK�
�

�� P , ;I�K���
� P ′
* P ′′

�� P (3)
, C
 I

P ′ = 6X5 + 15X4 − 8X3 − 48X2 − 42X − 11,

P” = 30X4 + 60X3 − 24X2 − 96X − 42,

P (3) = 120X3 + 180X2 − 48X − 96,

�&�"

P̃ ′(−1) = −6 + 15 + 8− 48 + 42− 11 = 0*

P̃”(−1) = 30− 60− 24 + 96− 42 = 0

�� P̃ (3)(−1) = −120 + 180 + 48− 96 ̸= 0,

<�
K −1 ��� �
� �IK�
� �� P �&����� 0,

0��
?�?��

., E��� ��� �&����� �� 	�������K��� �� �I �IK�
� −1 �I
� ��� ����
!	�� ����+

I
�� 9

'I( P = X7 + 3X6 + 3X5 +X4 −X3 − 3X2 − 3X − 1 8

'J( Q = X5 + 7X4 + 19X3 + 25X2 + 16X + 49

/, H������ ��� �IK�
�� �� ����
!	� X5 − 1,

0, H������ �
� K�
�����
 
�K���I��� �� ��%�I
�� ��� ��� ����� a, b, c ����


�� �� ����
!	� X6 − 5X4 + aX2 + bX + c I�� �
� �IK�
� �&����� 1,

E����� ��� I���� K���� �IK�
� 9

E������ ��
� ��� I����� �IK�
�� 9

.6
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%"$ 0�		�
� �����	�
�� �� 9401 �� ����

����
�	�� .

G���
� A,B ���� ����
!	�� �� K [X]* (K = R ou C),

C
 I������ ����
!	� 	

������* ���� ����
!	� 
�
 
�� �� K [X] 
�� I 1 K�		�

K��%K��
� �� 	�
!	� �� ���� �I�� �����,

D��� �����	�
�� �� D>;< ��� ����
!	�� A �� B* �
 ����

• G��� ��K�	����� �
 �������� �� �IK����� ���	����, A� D>;< ��� I���� ��

������� '
��	I����( ��� �IK����� K�		�
� ���� I��K �I ���� ��I
�� �����I
K�,

• G��� �������� �&I�������	� �&=�K���� 7 �
 �#�K��� ��� �������
� ��K�����

��

K�+������� 7

A = BQ1+R1 ;B = R1Q2+R2 ;R1 = R2Q3+R3 ; ... ;Rk = Rk+1Qk+2+Rk+2

A� D>;< �� A �� B ��� I���� �� ���
��� ����� 	
	 	�� '�� 
��	I����(,

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �� 82./ ��� �
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��� ��
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%"% 0�		�
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�� a ��� �=?�
� ������� k
���
 ����
�	� .
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���� 
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 ����
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 	�
��� 
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���� 
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��� 
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���
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� �� ��������?��� 
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K −1 ��� �
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!	�� ����+

I
�� 9

'I( P = X7 + 3X6 + 3X5 +X4 −X3 − 3X2 − 3X − 1 8

'J( Q = X5 + 7X4 + 19X3 + 25X2 + 16X + 49
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�����
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E������ ��
� ��� I����� �IK�
�� 9
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� ��� ����� �� B �&�" A = (X + 1)
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(X + 2) 8 B = X (X − 1) (X + 3),
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�� AU +BV = 1* �&�" A �� B ��
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A = X5 − 5X4 + 7X3 +X2 − 8X + 4,

B = X4 + 2X3 − 2X + 1.
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X2 − 2X + 1
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(X + 3)* B = (X − 1)
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X2 +X
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5X2 − 1
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* B = (X − 1)
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3X2 + 3
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8

1, A = X (X + 3)
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* B =

(
X2 + 3X
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2, A = (6X − 1) (X + 2)
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3X − 1

2
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,
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G���
� (n+ 1) 
�	J��� ����� �� K�	������ �����	��� x1, x2, · · · , xn, xn+1 ��

(n+ 1) 
�	J��� ����� �� K�	������ 
���K�

��� y1, y2, · · · , yn, yn+1,

C
 	�
��� 
�&�� ������ �
 �
�
�� ����
!	� P � K��%K��
�� �I
� K = R �� C
�� ����� n ��� 
�� ���� ���� i ∈ {1, · · · , n+ 1}* �
 I�� 7 P̃ (xi) = yi,

;� ����
!	� �&�K��� 7 P =
n+1
k=1


yk


i̸=k

X − xi

xk − xi


�� �&I������ ����
!	� �	��
�

�
�����
 �� ���
�	�� I���K�� � (xi, yi) �" i ∈ {1, · · · , n+ 1},

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �� �
��	��� P �� ���
� �	��
���
 
� ��=� � # ��� ���

P̃ (0) = 1� P̃ (1) = 2 �� P̃ (2) = 3 

C
 I x1 = 0* x2 = 1* x3 = 2 �� y1 = 1* y2 = 2* y3 = 3,

P =

3
k=1


yk


i̸=k

X − xi

xk − xi




P = y1
(X − x2) (X − x3)

(x1 − x2) (x1 − x3)
+ y2

(X − x1) (X − x3)

(x2 − x1) (x2 − x3)
+ y3

(X − x1) (X − x2)

(x3 − x1) (x3 − x2)

P = 1
(X − 1) (X − 2)

(0− 1) (0− 2)
+ 2

(X − 0) (X − 2)

(1− 0) (1− 2)
+ 3

(X − 0) (X − 1)

(2− 0) (2− 1)

P =
(X − 1) (X − 2)

2
− 2X (X − 2) +

3

2
X (X − 1) .

0��
?�?��

., G���
� a, b, c ��� ����� ���� � ���� �����
K��, ;I�K���� �I
� R [X] �� �����

�� �I �������
 ��K�����

� �&�
 ����
!	� P �I� (X − a) (X − b) (X − c),

/, >�
��I����� �� ������I� �� �&����K�K� . � �
� �I	���� 
���K�

�� (ai)1≤i≤n

�� ����� ���� � ���� �����
K��,

0, H������ �
 ����
!	� P �� ����� / ��� 
�� �� ����
!	� P −
�
X4 − 2X


���� ������J�� �I� X (X − 1) (X + 1),

1, H������ �
 ����
!	� P �� ����� 1 ��� 
�� �� ����
!	� P−
�
X6 − 4X3 + 1


���� ������J�� �I� (X − 2) (X − 1)X (X + 1) (X + 2),

//

%") 0�		�
� �������� ��� ���=���
� �
��� ?���!

?��
�� �� �=?�
�� ���
 ����
�	� .

G���
� P = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 �
 ����
!	� �� C [X] ��

x1, · · · , xn ��� �IK�
��* ��
K P = an
n∏

k=1

(X − xk),

A�� ���I���
� �
��� ��� K��%K��
�� �� ��� �IK�
�� �� P ��
�

σ1 =
n∑

k=1

xk = −
an−1

an
* σ2 =

∑
1≤k<l≤n

xkxl =
an−2

an
*

σr =
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

xi1xi2 · · ·xir = (−1)
r an−r

an
��

n∏
k=1

xk = (−1)
n a0
an

,

0 < 0 5 8 4 0
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�� P = 2X3 −X2 − 7X + α =��? α ∈ C 

/���
��	�
 α� �� �=�
	 ��� �= �
��� �� ���� 
=?�	�� �� P �
�� ��=��

� # 

:��K ��� 
��I���
� �� �I 	������* a3 = 2* a2 = −1* a1 = −7* a0 = α,

AI ��		� ��� ����� �IK�
�� �� P ��I
� σ1 = −a2
a3

= −−1

2
=

1

2
* �&�
� ��� �IK�
��

��� ��I�� �

1

2
− 2 = −3

2
* ��
K P =

(
X +

3

2

)(
2X2 − 4X +

2

3
α

)
,

=
 ��������I
� P * �
 �J���
� P = 2X3−X2+

(
−12

2
+

2

3
α

)
X+α* �� �&�
����


�� −12

2
+

2

3
α = −7* �&�" α = −3

2
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0��
?�?��

., <����	�
�� ��� �IK�
�� �� �&�
�I���
 x3 + 5x2 − 8x− 48 = 0 �IK�I
� 
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�I ��		� �� ���� �� ��� �IK�
�� ��� ��I�� � −1,

/, <����	�
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�� �� �&�
�I���
 x4−2x3−11x2+12x+36 = 0 �IK�I
�


�� �� ������� �� ���� �� ��� �IK�
�� ��� ��I�� � −6,

0, <����	�
�� �
 
�	J�� K�	����� a ���� 
�� �&�
�I���


x3 + 6x2 − 6x+ a = 0

I�	���� ���� �IK�
�� ��
� �I ��		� �� �� ������� ��
� ��I��,

F������� I���� x3 + 6x2 − 6x+ a = 0,

/0
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�� ���� ���� i ∈ {1, · · · , n+ 1}* �
 I�� 7 P̃ (xi) = yi,

;� ����
!	� �&�K��� 7 P =
n+1
k=1


yk


i̸=k

X − xi

xk − xi


�� �&I������ ����
!	� �	��
�

�
�����
 �� ���
�	�� I���K�� � (xi, yi) �" i ∈ {1, · · · , n+ 1},

0 < 0 5 8 4 0

/���
��	�
 �� �
��	��� P �� ���
� �	��
���
 
� ��=� � # ��� ���

P̃ (0) = 1� P̃ (1) = 2 �� P̃ (2) = 3 

C
 I x1 = 0* x2 = 1* x3 = 2 �� y1 = 1* y2 = 2* y3 = 3,

P =

3
k=1


yk


i̸=k

X − xi

xk − xi




P = y1
(X − x2) (X − x3)

(x1 − x2) (x1 − x3)
+ y2

(X − x1) (X − x3)

(x2 − x1) (x2 − x3)
+ y3

(X − x1) (X − x2)

(x3 − x1) (x3 − x2)

P = 1
(X − 1) (X − 2)

(0− 1) (0− 2)
+ 2

(X − 0) (X − 2)

(1− 0) (1− 2)
+ 3

(X − 0) (X − 1)

(2− 0) (2− 1)

P =
(X − 1) (X − 2)

2
− 2X (X − 2) +

3

2
X (X − 1) .

0��
?�?��

., G���
� a, b, c ��� ����� ���� � ���� �����
K��, ;I�K���� �I
� R [X] �� �����

�� �I �������
 ��K�����

� �&�
 ����
!	� P �I� (X − a) (X − b) (X − c),

/, >�
��I����� �� ������I� �� �&����K�K� . � �
� �I	���� 
���K�

�� (ai)1≤i≤n

�� ����� ���� � ���� �����
K��,

0, H������ �
 ����
!	� P �� ����� / ��� 
�� �� ����
!	� P −
�
X4 − 2X


���� ������J�� �I� X (X − 1) (X + 1),

1, H������ �
 ����
!	� P �� ����� 1 ��� 
�� �� ����
!	� P−
�
X6 − 4X3 + 1


���� ������J�� �I� (X − 2) (X − 1)X (X + 1) (X + 2),

//

%") 0�		�
� �������� ��� ���=���
� �
��� ?���!

?��
�� �� �=?�
�� ���
 ����
�	� .

G���
� P = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 �
 ����
!	� �� C [X] ��

x1, · · · , xn ��� �IK�
��* ��
K P = an
n∏

k=1

(X − xk),

A�� ���I���
� �
��� ��� K��%K��
�� �� ��� �IK�
�� �� P ��
�

σ1 =
n∑

k=1

xk = −
an−1

an
* σ2 =

∑
1≤k<l≤n

xkxl =
an−2

an
*

σr =
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

xi1xi2 · · ·xir = (−1)
r an−r

an
��

n∏
k=1

xk = (−1)
n a0
an

,

0 < 0 5 8 4 0

:
�� P = 2X3 −X2 − 7X + α =��? α ∈ C 

/���
��	�
 α� �� �=�
	 ��� �= �
��� �� ���� 
=?�	�� �� P �
�� ��=��

� # 

:��K ��� 
��I���
� �� �I 	������* a3 = 2* a2 = −1* a1 = −7* a0 = α,

AI ��		� ��� ����� �IK�
�� �� P ��I
� σ1 = −a2
a3

= −−1

2
=

1

2
* �&�
� ��� �IK�
��

��� ��I�� �

1

2
− 2 = −3

2
* ��
K P =

(
X +

3

2

)(
2X2 − 4X +

2

3
α

)
,

=
 ��������I
� P * �
 �J���
� P = 2X3−X2+

(
−12

2
+

2

3
α

)
X+α* �� �&�
����


�� −12

2
+

2

3
α = −7* �&�" α = −3

2
,

0��
?�?��

., <����	�
�� ��� �IK�
�� �� �&�
�I���
 x3 + 5x2 − 8x− 48 = 0 �IK�I
� 
��

�I ��		� �� ���� �� ��� �IK�
�� ��� ��I�� � −1,

/, <����	�
�� ��� �IK�
�� �� �&�
�I���
 x4−2x3−11x2+12x+36 = 0 �IK�I
�


�� �� ������� �� ���� �� ��� �IK�
�� ��� ��I�� � −6,

0, <����	�
�� �
 
�	J�� K�	����� a ���� 
�� �&�
�I���


x3 + 6x2 − 6x+ a = 0

I�	���� ���� �IK�
�� ��
� �I ��		� �� �� ������� ��
� ��I��,

F������� I���� x3 + 6x2 − 6x+ a = 0,

/0
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%"* 0�		�
� 	�
���� 
���
� �=	���� �� ����
�	��

��� ��>�� .

G��� P0, · · · , Pn �
� ����� $
�� �� ����
!	�� 
�
 
��� �� K [X]* (K = R ou C),

D��� 	�
���� 
�� �I �I	���� P0, · · · , Pn ��� ��J��* �� ��%� �� ����$�� 
�� ���

������ ��� ����
!	�� P0, · · · , Pn ��
� ���� � ���� �����
K��,

0 < 0 5 8 4 0

/=	� Rn[X] = {P ∈ R[X], deg (P ) ≤ n}� 
	 ?
	����
� �= ����� �� �
��	��

��� ����=	�� +

P0 = 1* P1 = X* P2 = X (X − 1)*

P3 = X (X − 1) (X − 2)* Pk = X (X − 1) (· · · ) (X − (k − 1))*

Pn−1 = X (X − 1) (· · · ) (X − (n− 2)) �� Pn = X (X − 1) (· · · ) (X − (n− 1)),

5
	�
�
 ��� �= �=����� (P0, · · · , Pn) ��� �	� >=�� �� Rn [X] 

F�	I�
��
� ���� �&IJ��� 
�� ���� ���� k ∈ {1, · · · , n}* deg (Pk) = k* ��
K �I

�I	���� (P0, · · · , Pn) ��� �
� �I	���� ��J�� �� Rn [X],

DI� I�������* dim (Rn [X]) = n+ 1* �� �&�
���� 
�� (P0, P1, · · · , Pn) ��� �
� JI��

�� Rn [X],

0��
?�?��

., B�
���� 
�� �I �I	���� �� ����
!	�� (Pk)0≤k≤n ��$
�� �I� 7

Pk = (X − a)
k

��� �
� JI�� �� Rn [X],

/, G��� P �
 ����
!	� �� ����� n* 	�
���� 
�� �I �I	����

(
P, P ′, · · · , P (n)

)
���	� �
� JI�� �� Rn [X],

0, <I
� R [X]* �
 K�
������ �I ����� �� ����
!	�� (Pn)n∈N∗ ��$
�� �I� 7

Pn =
1

n!
(X + 1) (X + 2) · · · (X + n) .

B�
���� 
�� �I �I	���� (Pn)n∈N∗ ��� ��J�� �I
� R [X],

/1

�������� 


��%����

0,. ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� I����KI���
 ��� �
� ���	� ��
�I��� 9

0,/ ;�		�
� 	�
���� 
�&�
 ����+���IK� ��K������ ��� �
 �������I
 9

0,0 ;�		�
� �����	�
�� �&�������
I� '�I� �I����� � �
� ���	� ��
�I���( �&�


����+���IK� ��K������ 9

0,1 ;�		�
� �������� �&�������
I���� 9

0,2 ;�		�
� �����	�
�� �I JI�� ��I�� �&�
� JI�� ��

�� 9

0,3 ;�		�
� �����	�
�� �I JI�� �����I�� �&�
� JI�� ��

�� 9

0,4 ;�		�
� �����	�
�� �I ��I
������ �&�
� I����KI���
 ��
�I��� 9

0,5 ;�		�
� ������� �
 ����+���IK� ������	�
�I��� �&�
 �������I
 9

0,6 ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� �I	���� �� ���	�� ��
�I���� ��� ��J�� �I
� �&���IK�

��I� �&�
 ���IK� ��K������ �� ��	�
���
 $
�� 9
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%"* 0�		�
� 	�
���� 
���
� �=	���� �� ����
�	��

��� ��>�� .

G��� P0, · · · , Pn �
� ����� $
�� �� ����
!	�� 
�
 
��� �� K [X]* (K = R ou C),

D��� 	�
���� 
�� �I �I	���� P0, · · · , Pn ��� ��J��* �� ��%� �� ����$�� 
�� ���

������ ��� ����
!	�� P0, · · · , Pn ��
� ���� � ���� �����
K��,

0 < 0 5 8 4 0

/=	� Rn[X] = {P ∈ R[X], deg (P ) ≤ n}� 
	 ?
	����
� �= ����� �� �
��	��

��� ����=	�� +

P0 = 1* P1 = X* P2 = X (X − 1)*

P3 = X (X − 1) (X − 2)* Pk = X (X − 1) (· · · ) (X − (k − 1))*

Pn−1 = X (X − 1) (· · · ) (X − (n− 2)) �� Pn = X (X − 1) (· · · ) (X − (n− 1)),

5
	�
�
 ��� �= �=����� (P0, · · · , Pn) ��� �	� >=�� �� Rn [X] 

F�	I�
��
� ���� �&IJ��� 
�� ���� ���� k ∈ {1, · · · , n}* deg (Pk) = k* ��
K �I

�I	���� (P0, · · · , Pn) ��� �
� �I	���� ��J�� �� Rn [X],

DI� I�������* dim (Rn [X]) = n+ 1* �� �&�
���� 
�� (P0, P1, · · · , Pn) ��� �
� JI��

�� Rn [X],

0��
?�?��

., B�
���� 
�� �I �I	���� �� ����
!	�� (Pk)0≤k≤n ��$
�� �I� 7

Pk = (X − a)
k

��� �
� JI�� �� Rn [X],

/, G��� P �
 ����
!	� �� ����� n* 	�
���� 
�� �I �I	����

(
P, P ′, · · · , P (n)

)
���	� �
� JI�� �� Rn [X],

0, <I
� R [X]* �
 K�
������ �I ����� �� ����
!	�� (Pn)n∈N∗ ��$
�� �I� 7

Pn =
1

n!
(X + 1) (X + 2) · · · (X + n) .

B�
���� 
�� �I �I	���� (Pn)n∈N∗ ��� ��J�� �I
� R [X],

/1

�������� 


��%����

0,. ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� I����KI���
 ��� �
� ���	� ��
�I��� 9

0,/ ;�		�
� 	�
���� 
�&�
 ����+���IK� ��K������ ��� �
 �������I
 9

0,0 ;�		�
� �����	�
�� �&�������
I� '�I� �I����� � �
� ���	� ��
�I���( �&�


����+���IK� ��K������ 9

0,1 ;�		�
� �������� �&�������
I���� 9

0,2 ;�		�
� �����	�
�� �I JI�� ��I�� �&�
� JI�� ��

�� 9

0,3 ;�		�
� �����	�
�� �I JI�� �����I�� �&�
� JI�� ��

�� 9

0,4 ;�		�
� �����	�
�� �I ��I
������ �&�
� I����KI���
 ��
�I��� 9

0,5 ;�		�
� ������� �
 ����+���IK� ������	�
�I��� �&�
 �������I
 9

0,6 ;�		�
� 	�
���� 
�&�
� �I	���� �� ���	�� ��
�I���� ��� ��J�� �I
� �&���IK�

��I� �&�
 ���IK� ��K������ �� ��	�
���
 $
�� 9
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&"$ 0�		�
� 	�
���� 
���
� =����?=���
 ��� �
�

���	� ��
�=��� .

G���
� E �
 ���IK� ��K������ ��� K* (K = R ou C) �� φ �
� I����KI���
 ��$
��

��� E,

D��� 	�
���� 
�� φ ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E* �
 	�
��� 
�� φ ��� � �I�����

�I
� K �� 
�� φ ��� �
� I����KI���
 ��
�I���, :����	�
� ���

(∀x ∈ E * φ (x) ∈ K) �� (∀x, y ∈ E *∀α ∈ K* φ (x+ αy) = φ (x) + αφ (y))

A&�
��	J�� ��� ���	�� ��
�I���� ��� E ��� 
��� E∗
,

0 < 0 5 8 4 0

:
��	� n ∈ N∗
� E = Rn [X] �����=?� ��?�

��� ��� �
��	���� �� ���
� �	�

��
���
 
� ��=� � n �� � ?
��?��	�� �=	� R 7	 ?
	����
� ��=����?=��
	

φ ���	�� ��
 E �=


∀P ∈ E,φ (P ) = P̃ ′′ (1) + 3P̃
′
(0)

5
	�
�
 ��� φ ��� �	� �

�� ��	�=�
� 

?� ��� K�I�� 
�� ���� ���� P ∈ Rn [X]* P̃
′
(0) ∈ R �� P̃ ” (1) ∈ R* ��
K φ (P ) ∈ R,

<&I���� �I��* K�		� ���� ���� P * Q ∈ Rn [X] �� α ∈ R* �
 I

(P + αQ)
′′
(1) = P̃ ′′ (1) + αQ̃′′ (1) et (P + αQ)

′′
(0) = P̃ ′′ (0) + αQ̃′′ (0) ,

��
K φ (P + αQ) = φ (P ) + αφ (Q), DI� ����� φ ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

0��
?�?��

., G��� E = C0([0, 1],R) �&���IK� ��K������ ��� ��
K���
� K�
��
��� ��� [0, 1]
�� � �I����� �������,

'I( G��� f0 ∈ E, B�
���� 
�� �&I����KI���
 φ �� E �I
� R 
�� � f ∈ E

I���K�� φ(f) =
1∫
0

f0 (t) f (t) dt ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E 8

'J( B�
���� 
�� �&I����KI���
 δ �� E �I
� R 
�� � f ∈ E I���K��

δ (f) = f (0) ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

/, A&���IK� E = Rn
��I
� 	�
� �� �I JI�� KI
�
�
�� B = (e1, · · · , en) ��

���� f �&I����KI���
 �� E �I
� R 
�� I���K�� � x =
n∑

i=1

αiei �� 
�	J��

f (x) =
n∑

i=1

αixi, B�
���� 
�� f ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I����* �� �������� �I�� 7 .55,

/3

&"% 0�		�
� 	�
���� 
���
 ����!���=?� ��?��!

���� ��� �
 �������=
 .

G���
� E �
 ���IK� ��K������ �� ��	�
���
 n ∈ N∗
�� H �
 ����+���IK� ��K������

�� E,

D��� 	�
���� 
�� H ��� �
 �������I
 �� E* �� ��%� �� 	�
���� 
��

dim (H) = n− 1 ;

�� H ��� �� 
��I� �&�
� ���	� ��
�I��� 
�
 
���� 8

�� H ��� �� ������	�
�I��� �I
� E �&�
� ������ ��K�������� �� E,

0 < 0 5 8 4 0

/=	� R3
��	� �� �= ��
�?��
� ?=	
	���� �����=?� ��?�

���� 
	 ?
	�

����
� �� �
����	���>�� H �� R3
���	� �=
 +

H =
{
(x, y, z) ∈ R3, 3x− 2y + z = 0

}
.

5
	�
�
 ��� H ��� �	 ����
��=	 �� R3
 

�
����
� ����
�� 7 ;�		� H = {x (1, 0,−3) + y (0, 1, 2) , x, y ∈ R}* ��
K

H = Vect {(1, 0,−3) , (0, 1, 2)}, ?� �&�
���� 
�� H ��� �� ��	�
���
 / KI� ���

��K����� (1, 0,−3) , (0, 1, 2) 
� ��
� �I� ���������

��� �� ��
K ���	�
� �
� JI��

�� H, :�
�� H ��� �
 �������I
 �� R3
(
dimH = 2 = dim

(
R3

)
− 1

)
,

�������� ����
�� 7 G��� f �&I����KI���
 ��$
�� �I�

f : R3 → R
(x, y, z) → 3x− 2y + z

C
 ����$� �IK���	�
� 
�� f ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� R3
, <&I���� �I��*

Ker(f) =
{
(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3, 3x− 2y + z = 0

}
= H,

��
T H ��� �� 
��R� �&�
� ���	� ��
�R��� �� R3
* �R� ����� H ��� �
 �������R
 �� R3

,

&

������ ����
�� 7 K�	R�
��
� 
�� �R �R	���� {(1, 0,−3) , (0, 1, 2) , (0, 0, 1)} ��� �
�

SR�� �� R3
* �R� �����

R3 = Vect {(1, 0,−3) , (0, 1, 2)} ⊕Vect {(0, 0, 1)} = H ⊕Vect {(0, 0, 1)} .

>�
T H ��� �� ������	�
�R��� �R
� R3
�&�
� ������ ��T��������* �&�" H ��� �
 �����+

��R
 �� R3
,

/���>�>��

L� �������� �R�� 7 .55,
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&"$ 0�		�
� 	�
���� 
���
� =����?=���
 ��� �
�

���	� ��
�=��� .

G���
� E �
 ���IK� ��K������ ��� K* (K = R ou C) �� φ �
� I����KI���
 ��$
��

��� E,

D��� 	�
���� 
�� φ ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E* �
 	�
��� 
�� φ ��� � �I�����

�I
� K �� 
�� φ ��� �
� I����KI���
 ��
�I���, :����	�
� ���

(∀x ∈ E * φ (x) ∈ K) �� (∀x, y ∈ E *∀α ∈ K* φ (x+ αy) = φ (x) + αφ (y))

A&�
��	J�� ��� ���	�� ��
�I���� ��� E ��� 
��� E∗
,

0 < 0 5 8 4 0

:
��	� n ∈ N∗
� E = Rn [X] �����=?� ��?�

��� ��� �
��	���� �� ���
� �	�

��
���
 
� ��=� � n �� � ?
��?��	�� �=	� R 7	 ?
	����
� ��=����?=��
	

φ ���	�� ��
 E �=


∀P ∈ E,φ (P ) = P̃ ′′ (1) + 3P̃
′
(0)

5
	�
�
 ��� φ ��� �	� �

�� ��	�=�
� 

?� ��� K�I�� 
�� ���� ���� P ∈ Rn [X]* P̃
′
(0) ∈ R �� P̃ ” (1) ∈ R* ��
K φ (P ) ∈ R,

<&I���� �I��* K�		� ���� ���� P * Q ∈ Rn [X] �� α ∈ R* �
 I

(P + αQ)
′′
(1) = P̃ ′′ (1) + αQ̃′′ (1) et (P + αQ)

′′
(0) = P̃ ′′ (0) + αQ̃′′ (0) ,

��
K φ (P + αQ) = φ (P ) + αφ (Q), DI� ����� φ ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

0��
?�?��

., G��� E = C0([0, 1],R) �&���IK� ��K������ ��� ��
K���
� K�
��
��� ��� [0, 1]
�� � �I����� �������,

'I( G��� f0 ∈ E, B�
���� 
�� �&I����KI���
 φ �� E �I
� R 
�� � f ∈ E

I���K�� φ(f) =
1∫
0

f0 (t) f (t) dt ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E 8

'J( B�
���� 
�� �&I����KI���
 δ �� E �I
� R 
�� � f ∈ E I���K��

δ (f) = f (0) ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

/, A&���IK� E = Rn
��I
� 	�
� �� �I JI�� KI
�
�
�� B = (e1, · · · , en) ��

���� f �&I����KI���
 �� E �I
� R 
�� I���K�� � x =
n∑

i=1

αiei �� 
�	J��

f (x) =
n∑

i=1

αixi, B�
���� 
�� f ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� E,

)( D��� ��� ����K�K�� K�	���	�
�I����* �� �������� �I�� 7 .55,

/3

&"% 0�		�
� 	�
���� 
���
 ����!���=?� ��?��!

���� ��� �
 �������=
 .

G���
� E �
 ���IK� ��K������ �� ��	�
���
 n ∈ N∗
�� H �
 ����+���IK� ��K������

�� E,

D��� 	�
���� 
�� H ��� �
 �������I
 �� E* �� ��%� �� 	�
���� 
��

dim (H) = n− 1 ;

�� H ��� �� 
��I� �&�
� ���	� ��
�I��� 
�
 
���� 8

�� H ��� �� ������	�
�I��� �I
� E �&�
� ������ ��K�������� �� E,

0 < 0 5 8 4 0

/=	� R3
��	� �� �= ��
�?��
� ?=	
	���� �����=?� ��?�

���� 
	 ?
	�

����
� �� �
����	���>�� H �� R3
���	� �=
 +

H =
{
(x, y, z) ∈ R3, 3x− 2y + z = 0

}
.

5
	�
�
 ��� H ��� �	 ����
��=	 �� R3
 

�
����
� ����
�� 7 ;�		� H = {x (1, 0,−3) + y (0, 1, 2) , x, y ∈ R}* ��
K

H = Vect {(1, 0,−3) , (0, 1, 2)}, ?� �&�
���� 
�� H ��� �� ��	�
���
 / KI� ���

��K����� (1, 0,−3) , (0, 1, 2) 
� ��
� �I� ���������

��� �� ��
K ���	�
� �
� JI��

�� H, :�
�� H ��� �
 �������I
 �� R3
(
dimH = 2 = dim

(
R3

)
− 1

)
,

�������� ����
�� 7 G��� f �&I����KI���
 ��$
�� �I�

f : R3 → R
(x, y, z) → 3x− 2y + z

C
 ����$� �IK���	�
� 
�� f ��� �
� ���	� ��
�I��� ��� R3
, <&I���� �I��*

Ker(f) =
{
(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3, 3x− 2y + z = 0

}
= H,

��
T H ��� �� 
��R� �&�
� ���	� ��
�R��� �� R3
* �R� ����� H ��� �
 �������R
 �� R3

,

&

������ ����
�� 7 K�	R�
��
� 
�� �R �R	���� {(1, 0,−3) , (0, 1, 2) , (0, 0, 1)} ��� �
�

SR�� �� R3
* �R� �����

R3 = Vect {(1, 0,−3) , (0, 1, 2)} ⊕Vect {(0, 0, 1)} = H ⊕Vect {(0, 0, 1)} .

>�
T H ��� �� ������	�
�R��� �R
� R3
�&�
� ������ ��T��������* �&�" H ��� �
 �����+

��R
 �� R3
,

/���>�>��

L� �������� �R�� 7 .55,
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&"& 0�		�
� �����	�
�� ���������
=� ��=� �=�!

���� � �
� ���	� ��
�=���� ���
 ����!���=?�

��?������ .

L���
� E �
 ���RT� ��T������* L �
 ����+���RT� ��T������ �� E,

I��� �����	�
�� �&�������
R� ��L '
���L⊥
(* �
 T���T�� �&�
��	S�� ��� ���	�� ��
�R����

φ ������ 
�� φ (x) = 0 ���� ���� x ∈ L* T&���+�+����

L⊥ = {φ ∈ E∗, ∀x ∈ L,φ (x) = 0} .

J�R
� E ��� �� ��	�
���
 $
��* �� �� G ��� �
 ����+���RT� ��T������ �� E∗
* �&�������
R�

�� G ��� R���� 7 G⊥ = {x ∈ E∗ : ∀φ ∈ G,φ (x) = 0},

'
�*� �������� �

����� �
�� ���������

L���
� E �
 ���RT� ��T������ �� ��	�
���
 n ∈ N∗
* F �� G ��� ����+���RT�� ��T�������

�� E �� �� E∗
* �
 R

(
F⊥)⊥ = F �� dim

(
F⊥) = n− dim (F )

F ⊂ G ⇒ G⊥ ⊂ F⊥

(F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥ et (F + G)⊥ = F⊥ ∩G⊥.

/ ; / 4 6 3 /

8��� L �� ���� ���<>� ��>������ �� R4
�
��
��� �<� ��� ��>�����

u1 = (1, 3,−2, 2) , u2 = (1, 4,−3, 4) et u3 = (2, 3,−1,−2) .

.����	�
�� L⊥
$

=���T��
� �&RS��� �
� SR�� �� L = Vect {u1, u2, u3}, ?
 ���R�R
� �� ���� �� �R �R	����

(u1, u2, u3) ��� ��S�� �� ����* �
 �&R������� 
�� 7

u3 = −3u2 + 5u1 = 2u2 − 5(u2 − u1)

;�
�� L = Vect {u1, u2, u3} = Vect {u1, u2},

I���
� v1 = u1 = (1, 3,−2, 2) �� v2 = u2−u1 = (0, 1,−1, 2)* �
 �
 ������ 
�� (v1, v2)
��� �
� SR�� �� L �� dim

(
L⊥) = 4− 2 = 2.

)( I��� �R ����� �� T������ �� �&���	���* �� �������� �R�� 7 /1.,

/���>�>��

L� �������� �R�� 7 .56,

/5

&"' 0�		�
� �������� ���������
=���� .

L��� E �
 ���RT� ��T������, >R
� T���R�
� TR�* ���� ��	�
���� �
� ��������� (P )
�R
� E* �� ��� �R����� ���� ��	��� �� ��	�
���� �R ��������� (P ∗) T&���+�+���� T���� 
��

��R���� �R ��������� (P ) �R
� �&���RT� ��R� E∗.

O��� ���	���� �R
� �&�
�
T� �� �R 	������ ���T���
��,

/ ; / 4 6 3 /

8��� n ∈ N∗
" �<
� Rn [X]" �
 >�
������ ��� ����
�	��

P0 = Xn, P1 = (X + 1)n , ..., Pn = (X + n)n .

4�
���� 
�� �< �<	���� (P0, · · · , Pn) ���	� �
� =<�� �� Rn [X]$

I���
� V = Vect {P0, · · · , Pn}* R���� (P0, · · · , Pn) ��� �
� SR�� �� E �� �� �����	�
�

�� E = V �� �� �����	�
� �� V ⊥ = {0},

L��� ��
T f ∈ V ⊥
�� 	�
���
� 
�� f = 0, H
 R

f ∈ V ⊥ ⇔ ∀P ∈ Rn [X] , f (P ) = 0 ⇔ (∀k ∈ {0, 1, · · · , n} , f (Pk) = 0)

H� ���� ���� k ∈ {0, 1, · · · , n}* f (Pk) = 0 ⇔
n

j=0

�
n
j


kjf

�
Xn−j


= 0,

>�
T f ∈ V ⊥
�� �� �����	�
� ��




1 0 02 · 0n

1 1 12 · 1n

1 2 22 · 2n

· · · · ·
1 n n2 · nn







�
n
0


f (Xn)�

n
1


f
�
Xn−1



�
n
n


f (1)




=




0
·
·
·
0




I���
� M =
�
kj

k,j

* M ′ =
�
kj

k,j∈{1,··· ,n}* det(M

′) ��� �
 �����	�
R
� �� OR
 ���

F�
�� �� �
 R 7 det(M) = det(M ′) = 1* ��
T det(M) ̸= 0,

IR� ����� ���� ���� k ∈ {0, . . . , n} , f
�
Xk


= 0,

IR� T�
��
��
� f = 0,

/���>�>��

>R
�(Rn [X])∗* �
 T�
������ ��� ���	�� ��
�R���� (fi)i∈{0,··· ,n} ��$
��� �R�

∀P ∈ Rn [X] , fi (P ) = P (i) .

F�
���� 
�� �R �R	���� (f0, f1, · · · , fn) ���	� �
� SR�� �� (Rn [X])∗,

/6
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&"& 0�		�
� �����	�
�� ���������
=� ��=� �=�!

���� � �
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�=���� ���
 ����!���=?�

��?������ .

L���
� E �
 ���RT� ��T������* L �
 ����+���RT� ��T������ �� E,

I��� �����	�
�� �&�������
R� ��L '
���L⊥
(* �
 T���T�� �&�
��	S�� ��� ���	�� ��
�R����

φ ������ 
�� φ (x) = 0 ���� ���� x ∈ L* T&���+�+����

L⊥ = {φ ∈ E∗, ∀x ∈ L,φ (x) = 0} .

J�R
� E ��� �� ��	�
���
 $
��* �� �� G ��� �
 ����+���RT� ��T������ �� E∗
* �&�������
R�

�� G ��� R���� 7 G⊥ = {x ∈ E∗ : ∀φ ∈ G,φ (x) = 0},

'
�*� �������� �

����� �
�� ���������

L���
� E �
 ���RT� ��T������ �� ��	�
���
 n ∈ N∗
* F �� G ��� ����+���RT�� ��T�������

�� E �� �� E∗
* �
 R

(
F⊥)⊥ = F �� dim

(
F⊥) = n− dim (F )

F ⊂ G ⇒ G⊥ ⊂ F⊥

(F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥ et (F + G)⊥ = F⊥ ∩G⊥.

/ ; / 4 6 3 /

8��� L �� ���� ���<>� ��>������ �� R4
�
��
��� �<� ��� ��>�����

u1 = (1, 3,−2, 2) , u2 = (1, 4,−3, 4) et u3 = (2, 3,−1,−2) .

.����	�
�� L⊥
$

=���T��
� �&RS��� �
� SR�� �� L = Vect {u1, u2, u3}, ?
 ���R�R
� �� ���� �� �R �R	����

(u1, u2, u3) ��� ��S�� �� ����* �
 �&R������� 
�� 7

u3 = −3u2 + 5u1 = 2u2 − 5(u2 − u1)

;�
�� L = Vect {u1, u2, u3} = Vect {u1, u2},

I���
� v1 = u1 = (1, 3,−2, 2) �� v2 = u2−u1 = (0, 1,−1, 2)* �
 �
 ������ 
�� (v1, v2)
��� �
� SR�� �� L �� dim

(
L⊥) = 4− 2 = 2.

)( I��� �R ����� �� T������ �� �&���	���* �� �������� �R�� 7 /1.,

/���>�>��

L� �������� �R�� 7 .56,

/5

&"' 0�		�
� �������� ���������
=���� .

L��� E �
 ���RT� ��T������, >R
� T���R�
� TR�* ���� ��	�
���� �
� ��������� (P )
�R
� E* �� ��� �R����� ���� ��	��� �� ��	�
���� �R ��������� (P ∗) T&���+�+���� T���� 
��

��R���� �R ��������� (P ) �R
� �&���RT� ��R� E∗.

O��� ���	���� �R
� �&�
�
T� �� �R 	������ ���T���
��,

/ ; / 4 6 3 /

8��� n ∈ N∗
" �<
� Rn [X]" �
 >�
������ ��� ����
�	��

P0 = Xn, P1 = (X + 1)n , ..., Pn = (X + n)n .

4�
���� 
�� �< �<	���� (P0, · · · , Pn) ���	� �
� =<�� �� Rn [X]$

I���
� V = Vect {P0, · · · , Pn}* R���� (P0, · · · , Pn) ��� �
� SR�� �� E �� �� �����	�
�

�� E = V �� �� �����	�
� �� V ⊥ = {0},

L��� ��
T f ∈ V ⊥
�� 	�
���
� 
�� f = 0, H
 R

f ∈ V ⊥ ⇔ ∀P ∈ Rn [X] , f (P ) = 0 ⇔ (∀k ∈ {0, 1, · · · , n} , f (Pk) = 0)

H� ���� ���� k ∈ {0, 1, · · · , n}* f (Pk) = 0 ⇔
n

j=0

�
n
j


kjf

�
Xn−j


= 0,

>�
T f ∈ V ⊥
�� �� �����	�
� ��




1 0 02 · 0n

1 1 12 · 1n

1 2 22 · 2n

· · · · ·
1 n n2 · nn







�
n
0


f (Xn)�

n
1


f
�
Xn−1



�
n
n


f (1)




=




0
·
·
·
0




I���
� M =
�
kj

k,j

* M ′ =
�
kj

k,j∈{1,··· ,n}* det(M

′) ��� �
 �����	�
R
� �� OR
 ���

F�
�� �� �
 R 7 det(M) = det(M ′) = 1* ��
T det(M) ̸= 0,

IR� ����� ���� ���� k ∈ {0, . . . , n} , f
�
Xk


= 0,

IR� T�
��
��
� f = 0,

/���>�>��

>R
�(Rn [X])∗* �
 T�
������ ��� ���	�� ��
�R���� (fi)i∈{0,··· ,n} ��$
��� �R�

∀P ∈ Rn [X] , fi (P ) = P (i) .

F�
���� 
�� �R �R	���� (f0, f1, · · · , fn) ���	� �
� SR�� �� (Rn [X])∗,
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&"( 0�		�
� �����	�
�� �= >=�� ��=�� ���
� >=��

��

�� .

L���
� E �
 ���RT� ��T������ �� ��	�
���
 n ∈ N∗
�� (e1, · · · , en) �
� SR�� �� E,

I��� �����	�
�� �R SR�� ��R�� �� (e1, · · · , en)* �
 T�
������ �R �R	���� ��� ���	��

��
�R���� (f1, · · · , fn) ��$
��� �R� 7

(fi (ek) = 0 si i ̸= k) et (fi (ek) = 1 si i = k) .

;����	�
� ���

fi ��� �&R����TR���
 
�� R� ��T���� x R���T�� �R iime
T�����

�� �R
� �R SR�� (e1, · · · , en),

/ ; / 4 6 3 /

.<
� R3
	�
� �� �< =<�� ><
�
�
�� (i, j, k)" �
 >�
������ �< =<�� �� R3

���
�� �<�

e1 = i+ j + k, e2 = i− k et e3 = j + k.

.����	�
�� �< =<�� ��<�� �� (e1, e2, e3)$

L��� (f1, f2, f3) �R SR�� ��R�� �� (e1, e2, e3)* �
 R 7

f1 (e1) = 1 et f1 (e2) = f1 (e3) = 0.

L� u = xi+ yj + zk R���� f1(u) = xf1(i) + yf1(j) + zf1(k),

H�




f1 (e1) = 1
f1 (e2) = 0
f1 (e3) = 0

⇒




f1(i) + f1(j) + f1(k) = 1
f1(i) − f1(k) = 0

f1(j) + f1(k) = 0

>&�" f1(i) = f1(k) = 1 et f1(j) = −1,

IR� ����� f1(u) = x− y + z,

;��T �R 	�	� ��	R�T��* �
 �S���
� f2(u) = y − z �� f3(u) = −x+ 2y − z,

ER SR�� ��R�� �� (e1, e2, e3) ��� ��
T ��

�� �R� ��� ���	�� ��
�R���� f1, f2, �� f3
��$
��� �R�

∀u = (x, y, z) ∈ R3 f1(u) = x− y + z, f2(u) = y − z et f3(u) = −x+ 2y − z.

/���>�>��

L� �������� �R�� 7 .56
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�<���� �� R3
���
��� �<�
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
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
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� E∗

��$
�� �R�

∀ψ ∈ F ∗, th (ψ) = ψ ◦ h.
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
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� R�� SR��� ��R���,
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., L��� φ �R ���	� ��
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��$
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I��� T�RT�
� ��� R����TR���
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�R���� T : R3 → R2
����R
���* �������

tT (φ),

'R( T (x, y, z) = (x+ 2y, y + z) 8

'S( T (x, y, z) = (2x+ y + z, x− y),
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������ �R ������ 7 D = Vect(x) = {λx, λ ∈ R},
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}
.

9������ �
 ����#���<>� ������	�
�<��� �� H �<
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�R��� �� R4
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∀ (x1, x2, x3, x4) ∈ R4, f (x1, x2, x3, x4) = 2x1 − 3x2 + 4x3 − x4.

H
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�� 
�� H =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, f (x1, x2, x3, x4) = 0

}
= Ker (f)* ��
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H ��� �
 �������R
 �� R4
,

L��� u⃗ = (0, 0, 0, 1)* �� ��� T�R�� 
�� f (u⃗) ̸= 0 ��
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������ �� ����+���RT� ��T������ H ��$
� �R�

H =
{
P ∈ R3 [X] , P̃ (0) + 3P̃

′
(0)− 2P̃ ” (0) + 4P̃ (3) (0) = 0

}
.

M������ �
 ����+���RT� ������	�
�R��� �� H �R
� R3 [X],

/, L���
� α, β, γ, λ 
�R��� 
�	S��� ����� 
�
 
��� �� ���� H �� ���� �
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� �<	���� ��=�� ��
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T f1 = e∗1 − 3e∗2 + e∗3* f2 = e∗1 + 2e∗2 − e∗3* f3 = 2e∗1 − e∗2 + e∗3,
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��

det
B∗

(f1, f2, f3) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
−3 2 −1
1 −1 1
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= 2 + 6− 1− 4− 1 + 3 = 5 ̸= 0.
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f1 (x, y, z) = x− 3y + z, f2 (x, y, z) = x+ 2y − z, f3 (x, y, z) = 2x− y + z.
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T f1 = e∗1 − 3e∗2 + e∗3* f2 = e∗1 + 2e∗2 − e∗3* f3 = 2e∗1 − e∗2 + e∗3,
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det
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(f1, f2, f3) =

∣∣∣∣∣∣
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−3 2 −1
1 −1 1
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= 2 + 6− 1− 4− 1 + 3 = 5 ̸= 0.
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1 3 3
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⇔
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