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1.1 Comment montrer qu’un élément d’un groupe
est d’ordre fini ?

Soit (G, -) un groupe d’élément neutre e et soit a € G.

Pour montrer que a est d’ordre fini, on montre qu’il existe n € N* tel que

a” =e.

On appelle ordre de a, le plus petit entier naturel non nul n tel que a™ = e.
EXEMPLE

Soit G4y = {2 €C, 2*=1}={-1,i,—i,1}.

On sait que G4 muni de la multiplication est un groupe.

Trouver ’ordre de chacun des éléments de G,.

Ona: (—1)* =1, donc —1 est d’ordre fini, ici ordre (—1) = 2 ;

i* = 1, donc i est d’ordre fini, ici ordre (i) = 4 ;

(—=i)* =1, donc (—i) est d’ordre fini, ici ordre (—i) = 4.

Exercices

1. Soit (G, -) un groupe d’élément neutre e et soit = un élément de G tel que
z™ = e pour un entier naturel n. Montrer que 'ordre de x divise n.

2. Soient (G,-) un groupe, z et y deux éléments de G.

(a) Montrer que si x, y et xy sont d’ordre 2, alors zy = yz ;

(b) Montrer que si  est d’ordre fini, alors 2! est d’ordre fini, de plus
2 et ~! ont le méme ordre ;

(c) Montrer que si z est d’ordre fini alors yay~! est d’ordre fini, de plus
x et yry~ ! ont le méme ordre ;

(d) Montrer que si zy est d’ordre fini alors yz est d’ordre fini, de plus
xy et yx ont le méme ordre.

3. Soient G, G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme de groupes, T un
élément de G d’ordre fini et n ordre de . Montrer que f (x) est d’ordre
fini dans G’ et que 'ordre de f (x) divise n.

4. Soit (G,+) un groupe commutatif et T I’ensemble des éléments de G
d’ordre fini. Montrer que 1" est un sous-groupe de G.

5. Trouver l'ordre de chacun des éléments de ((Z/11Z) \ {0}, x).



1.2 Comment montrer qu’un sous-groupe est en-
gendré par une partie non vide ?

Soient (G, *) un groupe, A une partie non vide de G et H un sous-groupe de G.

Pour montrer que H est engendré par A, on montre que pour tout z € H, il
existe n € N* ay, -+ ,a, € Aet ey, ,e, € {—1,1} tels que x = af' - - - ar.

Autrement dit : H ={z =a7' - a5, a1, -+ ,a, € A,e1, - &, € {=1,1}}.

n

EXEMPLE

Soient A, B deux sous-groupes d’un groupe G, on considére le sous-
groupe S engendré par AU B.

Montrer que tout élément de S est obtenu comme produit d’une suite
finie d’éléments appartenant alternativement a A et a B.

Soit = € S, il existe donc ¢y, -+ ,¢, € AUB, €1, -+ ,&, € {—1,1} tels que

xr = c'e5? -~ 5. On peut supposer que ¢; € A, soit i le plus grand entier de

Pensemble {1,--- ,n} tel que ¢;; € A ; sii; = n donc z € A, sinon soit iz le

plus grand entier de {i; +1,--- ,n} tel que © € B ; si io = n alors = oy - a9
— £ i1 _ e . .

avec a1 = ¢;' ¢t et ap = ¢, ---cir € B, sinon soit 43 le plus grand

entier de {iz + 1, .- ,n} tel que ¢;; € A ;siizg =n alors z = a1 - ay - ag avec
Cigy1

- e - .
az =y, c;» € A et ainsi de suite. ..

Il existe donc

01,03, ,00p11 € A, ag, 0, a2y € B tels que x = ajazas- -, ou
T =0Q1- Q2" 02p—1 " Q2p - A2p41-

Exercices

1. Soit n € N*, montrer que le groupe S,, des permutations de {1,--- ,n}
est engendré par les cycles de S,.

2. Soit n € N*, montrer que S,, est engendré par les transpositions.

3. Soit n € N*, montrer que S,, est engendré par les n — 1 transpositions
suivantes : (1,2), (2,3),---, (n—1,n).

4. Soit n € N*, montrer que S,, est engendré par H = {7,s} ou 7 = (1,2)
et s= (1,2, ,n).



1.3 Comment montrer qu’un groupe est mono-
géne 7

Soit (G, -) un groupe.

Pour montrer que G est monogéne, on montre qu’il existe a € G tel que G soit
le sous-groupe engendré par {a}.

Autrement dit : Il existe a € G tel que G = {a", n € Z}.
On remarque que tout groupe monogéne est commutatif.
EXEMPLE

Soit n € N* et notons par U, = {z € C, 2" =1}. On sait que U, muni
de la multiplication des nombres complexes est un groupe.

Montrer que U, est monogéne.

U,, est ’ensemble des racines n'™® de I'unité. On a donc :

Un:{ei%Tﬂ,k‘e{O,--- ,n—l}}.

s27 j2km N
Posons a = '™ , on a pour tout k € {0,--- ,n — 1}, el = a*, d’ot

U,={d"keZ}.

Par suite U, est un groupe monogéne.

Exercices

1. Soient GG, G’ deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans G'.
Montrer que si G est monogéne et f est surjectif, alors G’ est un groupe
monogene.

2. Soit G un groupe monogéne engendré par un élément a de G. Montrer
que si H est un sous-groupe de G non réduit a {0}, alors H est monogéne
et engendré par un élément a™, ot m est un entier positif.

3. Montrer que l'’ensemble des entiers relatifs multiples de n est un groupe
monogéne engendré par n.

4. Montrer que (Z/nZ,+) est un groupe monogene.
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1.4 Comment montrer qu’un groupe est cyclique ?

Soit (G, -) un groupe.

Pour montrer que G est cyclique, on montre que G est monogéne et fini.
Autrement dit :

In € N*,Jda € G tels que : G = {e,a,a2,~- ,a"}.

EXEMPLE

Montrer que (((Z/5Z)\ {0}), x) est un groupe cyclique.
Remarquons que 3=8=2x2x2=(2)’ et =2 x 2= (2)°.
11 existe donc n = 3 tel que ((Z/5Z)\ {0}) = {i, 2,(2)2, (2)3}.
Par suite ((Z/5Z) \ {0}, x) est un groupe cyclique.

Exercices

1. Soient GG, G’ deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans G'.

Montrer que si G est cyclique et f est surjectif, alors G’ est un groupe
cyclique.

2. Soit G un groupe fini. On appelle ordre de G, le nombre d’éléments de
G. Montrer que si G est d’ordre un nombre premier alors G est cyclique.

3. Soient (G4, *1), (G2, *2) deux groupes et * la loi définie sur G x G par :
V(91,92), (h1,h2) € G1 X G2, (g1, g2) * (h1, h2) = (91 *1 h1, g2 *2 ha)
(a) Montrer que (G; X Ga,*) est un groupe ;

(b) Montrer que si G est cyclique d’ordre ni, Go est cyclique d’ordre
no.
Si de plus n; et no sont premiers entre eux, alors G x G4 est cyclique
d’ordre nins.

4. Montrer que ((Z/7Z) \ {0}, x) est un groupe cyclique.
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1.5 Comment montrer qu’un sous-groupe d’un
groupe est distingué (ou invariant) ?

Soient (G,-) un groupe et H un sous-groupe de G.

Pour montrer que H est invariant ou distingué, on montre que pour tout a € G,
aHa ' Cc H.

Autrement dit : Ya € G,V € H, axa™' € H.
Remarque

Si (G, -) est un groupe commutatif, tout sous-groupe de G est distingué.
EXEMPLE

Soit (G, -) un groupe. On suppose qu’il existe un entier n € N* tel que
pour tous z,y € G, (zy)" = z"y". On note G = {a2", 2 € G}.

a) Montrer que G est un sous-groupe de G ;

b) Montrer que G est distingué dans G.

a) Soient z,y € G, montrons que zy € G™. 1l existe u,v € G tel que
r =u", y = ov", comme ry = u"v" = (uv)" et uv € G car G est un
groupe, donc zy € G™. Soit 2 € G(™ et montrons que z~ ! € G, 1
existe u € G tel que = u”, d’autre part comme (u™)"' - (u") = eq
et (u™)"-u" = (u'u)" = eg (e étant 'élément neutre de G), donc
(u) ™ = (u‘l)n don z7! = (un) ' = (u‘l)n et par suite 271 € G,
Par conséquent G(™ est un sous-groupe de G.

b) Soient a € G et z € G, il existe donc v € G tel que z = u", et
comme aza~ ! = aua"! = (aua_l) (aua‘l)--- (aua_l) = (aua‘l)n
donc aza—t € G et par suite G est un sous-groupe distingué de G.

Exercices

1. Soient G, G’ deux groupes et f : G — G’ un morphisme de groupes.

(a) Montrer que pour tout sous-groupe distingué H' de G’, f~1(H') est
un sous-groupe distingué de G ;

(b) Montrer que si f est surjective, pour tout sous-groupe distingué H
de G, f(H) est un sous-groupe distingué de G.

*) Pour les exercices complémentaires : se reporter page : 187.
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1.6 Comment déterminer la signature d’une per-
mutation ?

Soit o une permutation (un élément de S,,).

Pour déterminer la signature de o, on décompose d’abord ¢ en produit de cycles
dont les supports sont deux & deux disjoints (cette décomposition est unique),
soit m le nombre de cycles formant cette décomposition.

La signature de o est alors (—1)"""".

EXEMPLE
Déterminer la signature de la permutation o de S;( définie par
a_<12345678910>.
36 521479 8 10
Décomposons d’abord ¢ en produit de cycles dont les supports sont deux a
deux disjoints. Pour cela, considérons les cycles suivants
s1=(1,3,5), s = (2,6,4), s3 = (7), 54 = (8,9) et s5 = (10)
Ona: o=5108908308540Ss.
La signature de o est alors sig(o) = (=1)'"°7° = (=1)° = —1.

Exercices

1. Soit ¢ la permutation de S5 définie par
(1 2 3 4 5
“\3 45 2 1)
(a) Décomposer o en produit de cycles & supports deux a deux disjoints ;

(b) En déduire la signature de o.

2. Calculer la signature de chacune des permutations suivantes

we=(421)
wes(3201101);
2 3 - (n—1)

1
(c) Un—<n (n—1) (n—2) -- 2

(2 B NCR V)

Tll > avec n € N*,
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1.7 Comment montrer qu’un élément d’un an-
neau est nilpotent ?

Soit (A, 4+, xX) un anneau et soit a € A.

Pour montrer que a est nilpotent, on montre qu’il existe n € N* tel que a™ = 04.
(04 étant 1’élément neutre de (A, +)).

EXEMPLE

Soit M, (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2, a coefficients
dans R. On sait que (M; (R),+, X) est un anneau.

0 1
0 0

0 1 0 1 0 0 oo
2
Comme A* = ( 0 0 > X ( 0 0 ) = < 0 0 > = Opry(r); donc il existe

n =2 € N* tel que A" = 0y, (r) et par suite A est nilpotente.

Montrer que la matrice A = ( > est nilpotente.

Exercices

1. Soient (A, +, x) un anneau et z,y € A.
(a) Montrer que si = est nilpotent alors (1 — z) est inversible et calculer
son inverse ;
(b) Montrer que si xy est nilpotent alors yx 'est aussi.
(c) Montrer que si x et y sont nilpotents et commutent alors (x + y) est
nilpotent.
2. Soient A, A’ deux anneaux, f un morphisme d’anneau (voir tome 1) et
ac A

Montrer que si a est nilpotent dans A alors f (a) est nilpotent dans A’.

3. On considére I'anneau (Z/8Z, +, x).

Déterminer les éléments nilpotents dans (Z/8Z, +, x).

4. Dans l'anneau (M3 (R),+, x), on considére les matrices suivantes

01 1 -9 7 13
A=10 0 1 et B = —-13 10 4
0 0 0 4 -3 -1

Montrer que A et B sont nilpotentes.
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1.8 Comment montrer qu’une partie d’un an-
neau est un idéal ?

Soient (A, +, X) un anneau et I une partie de A.

Pour montrer que I est un idéal de A, on montre que (I,+) est un sous-groupe
de Aet (A CI)et (AI C I). Autrement dit :

IT#0Ve,yel,z—yeletVzelVye A (zyeletyzel) (x).

Si ’anneau A est commutatif, la propriété (x) peut étre remplacée par

Veel,Vye Ayjxy € 1.
EXEMPLE

Soit n € N*. Montrer que ’ensemble I = {nz,z € Z} (’ensemble des
multiples de n) est un idéal de ’anneau (Z, +, x).

e (0 c I doncI#0.
e Soient z,y € I, il existe donc k, k' € 7Z tels que = = nk et y:nkl.
Ona:z—y=nk—nk =n(k—Fk) donc (x—y) el

Comme (Z, x) est commutatif, il suffit de montrer que pour tout = € I et y € Z,
axy € I. Pour cela, soient « € I et y € Z, il existe k € Z tel que x = kn. On a :
xy = nky = n (ky), donc xy € I. Par suite I est un idéal de (Z, +, x).

Exercices
1. Soient (A, +, x) un anneau, I et J deux idéaux de A.

(a) Montrer que I + J est un idéal de A4 ;
(b) Montrer que I 4 J est le plus petit idéal de A contenant I U J.
2. Soient (A, +, x) un anneau, I et J deux idéaux de A.
On désigne par I * J ’ensemble des u de A ayant la propriété suivante
« Il existe n € N*, une famille x4, - - - , x,, de n éléments de I et une famille
Y1, ,Yn de n éléments de J tels que : u = x1y1 + Tay2 + -+ - + TnYn ».
(a) Montrer que I * J est un idéal de A ;
(b) Montrer que I «J C INJ.
3. Soient Py € R[X] et PR [X] 'ensemble des polynomes divisibles par P
dans R [X], c’est a dire : PR [X] = {P,Q,Q € R[X]}.
Montrer que PR [X] est un idéal de R [X].
*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 187.
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1.9 Comment calculer dans Z/nZ ?

Pour calculer dans Z/nZ avec n € N*, on utilise les relations de compatibilité
modulo n avec les lois + et x.

Autrement dit :

Soient (a,b,c,d) € Z* et p € N, on a :

EXEMPLE

Montrer que dans Z/1117Z, pour tout n € N, on a

106n+2 + 103n+1 +1= 6

On remarque que 10* = 1000 = 1 + 9 x 111 donc 10® = 1[111].

D’autre part
106742 — (103)2" 100 =1-100[111]
1037+ — (103)n -10=1-10[111]
Donc 1072 4+ 1037+ 41 = (100 + 10 + 1) [111]

Par suite : 1067+2 4 1037+1 41 = (.

Exercices

1. Montrer que dans Z/11Z, pour tout n € N, 327 + 26n=5 = (),
2. Dans Z/11Z, déterminer la classe de (1341)%°%,

Dans Z/77Z, déterminer la classe de 1952 x 2341

-

Montrer que pour tous z,y € Z2, 17|(2z + 3y) < 17](9z + 5y).
5. Résoudre les équations suivantes

(a) 2 + 2+ 7 =0 dans Z/13Z ;
(b) 22 — 4z +3 =0 dans Z/12Z.
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Chapitre 2

Compléments sur les
polyndémes

2.1 Comment déterminer le PGCD de deux polynomes ?

2.2 Comment montrer que a est racine d’ordre k& d’un polynéme ?

2.3 Comment montrer que deux polynémes sont premiers entre eux ?

2.4 Comment déterminer le PPCM de deux polynémes ?

2.5 Comment utiliser le polyndme interpolateur de Lagrange ?

2.6 Comment utiliser les relations entre coefficients et racines d’un polynome ?

2.7 Comment montrer qu'une famille de polynémes est libre 7
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2.1 Comment déterminer le PGCD de deux
polynoémes ?

Soient A, B deux polynomes de K[X], (K =R ou C).

Y

On appelle polynome normalisé, tout polynome non nul de K [X] qui a 1 comme
coefficient du monoéme le plus haut degré.

Pour déterminer le PGCD des polynémes A et B, on peut

e Soit décomposer en produits de facteurs premiers. Le PGCD est alors le
produit (normalisé¢) des facteurs communs pris avec la plus grande puissance.

e Soit utiliser I’algorithme d’Euclide : on effectue les divisions euclidiennes
ci-dessous :

A=BQ1+R;B=RiQ2+Ry; Ri = RoQ3+R3 ;... ; Ry = Ry 1Qrio+ Rigo

Le PGCD de A et B est alors le dernier reste non nul (et normalisé).

EXEMPLE

Déterminer le PGCD des polynomes A et B suivants
A=X"4+X'"- X+ X’ +X-1;B=X"+ X" +2X*>—1

L’utilisation de ’algorithme d’Euclide nous donne

1=01 —X2 _1=Q, X =05
Al X5+ X 42X? - 1=B| -X?—-X?’4+X=R, | X2+X-1=Ry
- X? - X?’+X =R, X2+ X -1=R, 0

Par suite, le PGCD des polynomes A et B est le polynome :
D=Ry,=X*+X—-1.

Exercices

Déterminer dans chacun des cas suivants le PGCD des polynémes A et B.

1. A=X" - X442X% -2X242X ~-1,B=X°—-X*4+2X?2 -2X +1;
2. A= X4 4+2X3 - 11X% - 12X +36, B=4X3+6X? — 22X — 12

3. A=X?+X? - X+1,B=X%2-X+1;

4. A=X941,B=X"+1;

5. A=X°—X* - X342X+2 B=X*+5X34+10X24+9X +5.

18



2.2 Comment montrer que a est racine d’ordre k
d’un polynéme ?

Pour montrer que a est racine d’un polynéme P, on montre que P(a) = 0.

Pour montrer que a est racine d’ordre k£ d’un polynéme P, on montre que
P(a)=P'(a)=---=P* Y(a)=0 et PH(a)#£0.
EXEMPLE
1) Montrer que 2 est une racine du polynéme P = X? —5X + 6.
2) Soit P= X6 +3X° —2X* - 16X3 - 21X2 - 11X — 2.

Montrer que (—1) est une racine du polynéme P et trouver son
ordre de multiplicité.

1) Eneffet : P(2)=22-5-246=4—-10+6=0.
2) Ona P(—1) =1-3—-2+16—21 411 —2 =0, donc —1 est une racine
de P. Calculons P’, P” et P®). On a
P =6X°4+15X* —8X3 —48X? — 42X — 11,
P” = 30X* +60X° — 24X2 — 96X — 42,
PG =120X3 4 180X 2 — 48X — 96,
d’ou
P'(-1)=—6+15+8 - 48 + 42— 11 =0,
P’(=1)=30—-60—24+96 —42=0
et PG)(—1) = —120 + 180 4 48 — 96 # 0.
Donc —1 est une racine de P d’ordre 3.

Exercices

1. Quel est 'ordre de multiplicité de la racine —1 dans les polynémes suiv-
ants ?

(a) P=X"+3X0+3X°+ X% X%-3X2-3X-1;
(b) Q=X+ 7X* +19X3 +25X2 + 16X + 4?7
2. Trouver les racines du polynéme X° — 1.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour
que le polynéme X6 — 5X% 4+ aX? + bX + c ait une racine d’ordre 4.

Quelle est alors cette racine 7

Quelles sont les autres racines ?
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2.3 Comment montrer que deux polyndmes sont
premiers entre eux 7

Soient A, B deux polynomes de K[X] (K =R ou C).

Pour montrer que A et B sont premiers entre euzx, on peut :

montrer qu’ils n’ont aucun diviseur irréductible commun ;
ou trouver deux polynomes U et V de K[X] tels que AU + BV =1 ;

ou montrer que le PGCD est égal a 1.

EXEMPLE

Dans chacun des cas suivants, montrer que les polynémes A et B sont
premiers entre eux dans R [X].

a) A=X>+4X?4+5X+2, B=X3+2X?-3X;
b) A=X?+X+1,B=X+1;
) A=X3+X2-X+4+1,B=X2—-X+1.

a) On vérifie que : —1 et 2 sont les zéros de A. Les entiers 0, 1 et (—3)
sont les zéros de B d’'ot A= (X +1)* (X +2); B=X (X —1)(X +3).
Il s’ensuit que A et B n’ont aucun diviseur irréductible commun, par
conséquent les polynomes A et B sont premiers entre eux.

b) On remarque que 1A — XB = 1, donc il existe U = 1, V = —X des
polynomes tels que AU + BV =1, d’oit A et B sont premiers entre eux.

c) D’aprés algorithme d’Euclide, (voir exercice 3. de la méthode 1), on a
PGCD (A4, B) =1, donc A et B sont premiers entre eux.

Exercices

1. Dans chacun des cas suivants, montrer que les polynémes A et B sont
premiers entre eux dans R[X]. On déterminera des polynomes U et V
de R [X] tels que AU + BV = 1.

(a) A=X*4+1,B=X3+1;
(b) A=X5+1,B=X%2+1.

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 188
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2.4 Comment déterminer le PPCM de deux
polynoémes ?

Soient A, B deux polynomes de K[X], (K =R ou C).

Y

Pour déterminer le PPCM des polynémes A et B, le plus simple c’est de trouver
le PGCD des polynomes A et B, puis on effectue la division euclidienne du
polynéme A - B par le PGCD des polynoémes A et B.

EXEMPLE
Trouver le PPCM des polynomes

A=X°-5X*+7X3+ X% —8X +4,

B=X*+2X3-92X +1.

Remarquons que —1 et 1 sont des racines de A et B ; ce qui nous permet de
factoriser A et B. On trouve

A=(X-1(X-2°(X+1) e B=(X+1*X-1).

11 s’ensuit que PGCD (4, B) = (X — 1) (X +1).

Donc le PPCM des polynémes A et B est M = (X —1)* (X + 1)* (X — 2)%.

Exercices

Déterminer le PPCM des polynémes A et B dans chacun des cas suivants
1. A=X?-X+1,B=X2-X+2;
2. A= (X?-2X+1)(X+3),B=(X-1)(X?+ X +1) ;
3. A= (X?+X)(5X2-1), B= (X —1)(3X%2+3) ;

4. A=X(X+3)(X?-9), B=(X?+3X) (4X —5) ;

5. A= (6X —1)(X +2)% B = (X +2) <3X;).
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2.5 Comment utiliser le polynéme interpolateur
de Lagrange ?

Soient (n + 1) nombres réels ou complexes distincts xy,xy, -+ ,2,, T, et
(n + 1) nombres réels ou complexes quelconques ¥y, Yo, Yps Ypp1-

On montre qu’il existe un unique polynéme P & coefficients dans K =R ou C

de degré n tel que pour tout i € {1, -+ ,n+ 1}, on ait : P (z;) = y;.

k=1 i#k Tk — T4
polateur de Lagrange associé a (x;,y;) oui € {1,--- ,n+ 1}

n+1 X — T
Ce polynome s’écrit : P = > (yk I1 Z) et s’appelle polynome inter-

EXEMPLE
Déterminer le polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 tel que

P(0)=1,P(1)=2et P(2)=3.

Onaz,=0,zy=1,253=2ety; =1, y, =2, y3 = 3.

=Y (w22
k=1 ik Tk T T
(X —wo) (X —a3) (X —21) (X —x3) (X —21) (X —29)
B o ) (01 —2s) TP (wr — ) (22 —s) T s — 1) (w5 — 22)
X -D(X -2  (X—0)(X-2)  (X—0)(X—1)
P=10no0-y "Paooa-o Peooe-n
P:W—2X(X—2)+%X(X—l).
Exercices

1. Soient a, b, ¢ des réels deux a deux distincts. Calculer dans R [X] le reste
de la division euclidienne d’un polynéme P par (X —a) (X —b) (X — ¢).

2. Généraliser le résultat de 'exercice 1 & une famille quelconque (a;);,,,
de réels deux a deux distincts.

3. Trouver un polyndéme P de degré 2 tel que le polynéme P — (X4 — 2X)
soit divisible par X (X —1) (X +1).

4. Trouver un polynome P de degré 4 tel que le polynome P— (X% — 4X3 + 1)
soit divisible par (X —2)(X — 1) X (X +1) (X + 2).
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2.6 Comment utiliser les relations entre coeffi-
cients et racines d’un polynéme ?

Soient P = a,X" + a, ;X" '+ -+ a;X + ay un polynéme de C[X] et

n
Xy, ,x, ses racines, donc P = a, [[ (X — zg).
k=1

Les relations entre les coefficients et les racines de P sont

n
a
n—1 n—2
Oy =Y Ty =, 02= ). TpI = ;
k=1 ap 1<k<I<n ap
a L agp
T n—r n

or = > Tiy @iy @i, = (=1)" —— et [] ap = (=1)" —.
1<i1 <ig<-<ip<n an k=1 Qn

EXEMPLE
Soit P=2X% - X2 _7X 4+« avec a € C.

Déterminer «, de fagon que la somme de deux racines de P soit égale
a 2.

Avec les notations de la méthode, az =2, as = —1, a1 = =7, ag = a.
. . , (22} -1 1 .
La somme des trois racines de P étant 0 = —— = 5 =g I'une des racines
as

i 1 3 B 3 9 2
estegalea§ 2= 2.,don(:P<X—|—2> <2X 4X+3a>.

12 2

En développant P, on obtient P = 2X3 — X2 4 (—2 + 3@) X +a, il s’ensuit
2 3

que _? + ga = —7, d,Ofl o = —5

Exercices

1. Déterminer les racines de I'équation x2 + 522 — 8z — 48 = 0 sachant que
la somme de deux de ses racines est égale & —1.

2. Déterminer les racines de I'équation x4 —2x% — 11224122 +36 = 0 sachant
que le produit de deux de ses racines est égale & —6.

3. Déterminer un nombre complexe a pour que l’équation
224622 —6x+a=0

admette deux racines dont la somme et le produit sont égaux.

Résoudre alors z3 + 622 — 62 + a = 0.
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2.7 Comment montrer qu’une famille de polynémes
est libre ?

Soit Py, - , P, une suite finie de polynémes non nuls de K[X], (K = R ou C).

Pour montrer que la famille Py, ---, P, est libre, il suffit de vérifier que les
degrés des polynomes Py, - - - , P, sont deux & deux distincts.

EXEMPLE

Dans R, [X] = {P € R[X],deg (P) < n}, on considére la suite de polyno-
mes suivants :

Py=1,P =X, Py=X(X—1),
Pa=X(X-1)(X—-2),P,=X(X-1)(-)(X - (k-1)),
Pt =X (X 1) () (X = (n—2)) et P, = X (X = 1) (--) (X = (n - 1)).

Montrer que la famille (F,---,P,) est une base de R, [X].

n

Remarquons tout d’abord que pour tout k& € {1,--- ,n}, deg (Px) = k, donc la
famille (Py, - -, P,,) est une famille libre de R,, [X].

Par ailleurs, dim (R,, [X]) = n + 1, il s’ensuit que (BPy, Py, -, P,) est une base
de R, [X].

Exercices

1. Montrer que la famille de polynémes (Fy),<).<,, définie par :

Pk:(X—a)k

est une base de R, [X].

2. Soit P un polynéme de degré n, montrer que la famille (P, P, ... ,P(”))
forme une base de R, [X].

3. Dans R [X], on considére la suite de polynomes (P,),, .. définie par :

P

n

= (X)X 42) (X +n).

Montrer que la famille (P,) est libre dans R [X].

neN*
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Chapitre 3

Dualité

3.1
3.2
3.3

3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

Comment montrer qu’une application est une forme linéaire ?
Comment montrer qu’un sous-espace vectoriel est un hyperplan ?

Comment déterminer ’orthogonal (par rapport a une forme linéaire) d’un
sous-espace vectoriel ?

Comment utiliser ’orthogonalité ?

Comment déterminer la base duale d’une base donnée ?

Comment déterminer la base préduale d’une base donnée ?
Comment déterminer la transposée d’une application linéaire ?
Comment trouver un sous-espace supplémentaire d’un hyperplan ?

Comment montrer qu’une famille de formes linéaires est libre dans I’espace
dual d’un espace vectoriel de dimension finie ?
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3.1 Comment montrer qu’une application est une
forme linéaire ?

Soient E un espace vectoriel sur K, (K =R ou C) et ¢ une application définie
sur E.

Pour montrer que ¢ est une forme linéaire sur F, on montre que ¢ est a valeurs
dans K et que ¢ est une application linéaire. Autrement dit

(Vxe E, p(z) eK)et (Vo,y e ENaeK, ¢(z+ay)=p(x)+ap(y))

L’ensemble des formes linéaires sur E est noté E*.
EXEMPLE

Soient n € N*, F = R,, [X] ’espace vectoriel des polynoémes de degré in-
férieur ou égal a n et a coefficients dans R. On considére 1’application
¢ définie sur E par

VP € E,p(P)=P"(1)+ 3P (0)

Montrer que ¢ est une forme linéaire.

Tl est clair que pour tout P € R, [X], P (0) e Ret P" (1) € R, donc ¢ (P) € R.

D’autre part, comme pour tout P, @ € R, [X] et « € R, on a
(P+aQ)" (1) =P" (1) +aQ" (1) et (P+aQ)"(0)=P"(0)+aQ"(0),
donc ¢ (P + aQ) = ¢ (P) + ap (Q). Par suite ¢ est une forme linéaire sur E.

Exercices

1. Soit E = C°([0,1],R) I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
et & valeurs réelles.

(a) Soit fo € E. Montrer que I’application ¢ de E dans R qui a f € E

1
associe o(f) = [ fo (t) f (t) dt est une forme linéaire sur E ;
0

(b) Montrer que l'application 6 de F dans R qui & f € E associe
0 (f) = f(0) est une forme linéaire sur E.

2. L’espace E = R™ étant muni de sa base canonique B = (e, - ,e,) et
n

soit f lapplication de F dans R qui associe & © = Y «;e; le nombre
i=1

n
f(x) =>" ajz;. Montrer que f est une forme linéaire sur E.
i=1

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 188.
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3.2 Comment montrer qu’un sous-espace vecto-
riel est un hyperplan ?

Soient F un espace vectoriel de dimension n € N* et H un sous-espace vectoriel
de E.

Pour montrer que H est un hyperplan de F, il suffit de montrer que
dim(H)=n-1;

ou H est le noyau d’une forme linéaire non nulle ;

ou H est le supplémentaire dans E d’une droite vectorielle de E.

EXEMPLE

Dans R? muni de sa structure canonique d’espace vectoriel, on con-
sidére le sous-ensemble H de R3 défini par :

H= {(m,y,z) €R3,3m—2y+z=0}.
Montrer que H est un hyperplan de R3.

Premiére méthode : Comme H = {z(1,0,-3)+y(0,1,2),2,y € R}, donc
H = Vect {(1,0,-3),(0,1,2)}. Il s’ensuit que H est de dimension 2 car les
vecteurs (1,0,—3), (0, 1, 2) ne sont pas proportionnels et donc forment une base
de H. Ainsi H est un hyperplan de R? (dimH =2 =dim (R?’) — 1).

Deuziéme méthode : Soit f I’application définie par

f o R3 — R
(x,y,2) — 3x—2y+z

On vérifie facilement que f est une forme linéaire sur R3. D’autre part,

Ker(f) = {(m,y,z) € RS,f(ac,y,z) =O} = {(:c,y,z) eR® 3z —2y+=z =O} = H,

donc H est le noyau d’une forme linéaire de R, par suite H est un hyperplan de R3.

Troisiéme méthode : Remarquons que la famille {(1,0,-3), (0, 1,2),(0,0,1)} est une
base de R3, par suite

R® = Vect {(1,0,-3), (0,1,2)} @ Vect {(0,0,1)} = H & Vect {(0,0,1)}.

Donc H est le supplémentaire dans R® d’une droite vectorielle, d’ott H est un hyper-
plan de R3.

Exercices

Se reporter page : 188.
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3.3 Comment déterminer ’orthogonal (par rap-
port & une forme linéaire) d’un sous-espace
vectoriel 7

Soient F un espace vectoriel, L un sous-espace vectoriel de F.

Pour déterminer 'orthogonal de L (notéLr), on cherche I'ensemble des formes linéaires
o telles que ¢ (z) = 0 pour tout x € L, c’est-a-dire

L ={p€E" Yz € L,p(z)=0}.

Quand F est de dimension finie, et si G est un sous-espace vectoriel de E™, ’orthogonal
de G est aussi : G+ = {z € E*:Vp € G, ¢ (z) = 0}.

Voici quelques formules trés utilisées

Soient F un espace vectoriel de dimension n € N*,| F' et G des sous-espaces vectoriels
de F ou de E*, on a

(FY)" = F et dim (F*) = n — dim (F)
FCG=G+cF*
(FNG)" =F +G et (F+G)"=F'nG*.
EXEMPLE

Soit L le sous espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs
ur = (1,3,-2,2), uz=(1,4,-3,4) et uz=(2,3,—1,-2).
Déterminer L*.

Cherchons d’abord une base de L = Vect {u1, u2,us}. En essayant de voir si la famille
(u1, u2,us) est libre ou liée, on s’apercoit que :

uz = —3uz + Sur = 2uz — 5(u2 — u1)
Ainsi L = Vect {u1,u2, us} = Vect {u1,uz}.

Posons v1 = u1 = (1,3,-2,2) et v2 = u2 —u1 = (0,1, —1,2), on en déduit que (vi,v2)
est une base de L et dim (LJ‘) =4—-2=2.

*) Pour la suite du corrigé de 'exemple, se reporter page : 241.

Exercices

Se reporter page : 189.
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3.4 Comment utiliser ’orthogonalité 7

Soit E un espace vectoriel. Dans certains cas, pour démontrer une propriété (P)

dans E, il est parfois plus simple de démontrer la propriété (P*) c’est-a-dire celle qui

traduit la propriété (P) dans l'espace dual E*.

Voir formules dans ’énoncé de la méthode précédente.

EXEMPLE

Soit n € N*, dans R, [X], on considére les polynémes
P=X"P=X+1)",. . ,P,=(X+n)".

Montrer que la famille (P, -, P,) forme une base de R, [X].

Posons V' = Vect {Po,- -+, Pn}, alors (P, -, P,) est une base de E si et seulement
si E =V si et seulement si V* = {0}.

Soit donc f € V* et montrons que f =0. On a

feViE&VPeR,[X],f(P)=0s (Vke {0,1,--- ,n}, f(Py) =0)

Or pour tout k € {0,1,--- ,n}, f(P:) =0< En: (?)kjf (X"ij) =0.
=0

Donc f € V7 si et seulement si

10 02 - O (M) f(X™) 0
R N A -
1 2 22 . 9on =

Lonontoow ()1 0

Posons M = (kj)kj, M = (kj)kje{1 ey det(M') est un déterminant de Van der
Monde et on a : det(M) = det(M’) = 1, donc det(M) # 0.

Par suite pour tout k € {0,...,n}, f (X*) =0.
Par conséquent f = 0.
Exercices

Dans(R,, [X])", on considére les formes linéaires (f;) ny définies par

i€{0,--
VP e R, [X],fi (P) = P(i).

Montrer que la famille (fo, f1,--- , fn) forme une base de (R, [X])".
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3.5 Comment déterminer la base duale d’une base

donnée ?
Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et (e1,--- ,e,) une base de E.
Pour déterminer la base duale de (e1,---,en), on considére la famille des formes
linéaires (f1,--- , fn) définies par :

(fi(e) =0 si i#k) et (fi(e)=1si i=k).

Autrement dit

fi est I'application qui au vecteur z associe sa i'™° coordonnée dans la base (e1,--- , e,).
EXEMPLE

Dans R® muni de sa base canonique (i,j, k), on considére la base de R?

définie par
e1=1t+j+k, e=i—k et es=j+k.

Déterminer la base duale de (e1, ez, e3).
Soit (f1, f2, f3) la base duale de (e1,e2,e3), on a :

fi(er) =1et fi(e2) = fi(e3) = 0.

Siu=wi+yj+ zk alors fi(u) =z f1(2) +yf1(j) + zf1(k).

Or
filer) = 1 [@E) + AG) + filk) = 1
file2) = 0 =4 fi(i) - Ak = 0
fi(es) = 0 1) + fik) = 0

Dou fi(i) = fi(k) =1et fi(j) = —1.
Par suite fi(u) =z —y + 2.
Avec la méme démarche, on obtient fo(u) =y — z et f3(u) = —z + 2y — 2.

La base duale de (e1,e2,e3) est donc donnée par les formes linéaires fi, f2, et f3
définies par

Vu:(x,y,z)E]RB filuy)=x—y+2z folu)=y—2z et fa(u)=—-x+2y—-=z

Exercices

Se reporter page : 189
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3.6 Comment déterminer la base préduale d’une
base donnée 7

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N*| (e1,...,e,) une base de E, E* son
dual, (e],...,ey) la base duale de (e1,...,e,) et (l1,...,1,) une base de E*. On sait
qu’il existe une unique base (u1,...,un) de E dont la base duale est (I1,...,0).

Pour déterminer (u1,...,un), on considére d’abord la matrice P qui a pour lignes les
coordonnées des formes linéaires (l1,...,1,) dans la base (e],...,e}), puis on calcule

n .
son inverse P!, enfin on écrit : up = > qire; ¢ le k™€ uplet (qug, .. ., gni) étant les
i=1

coordonnées du k™° vecteur colonne de P~

EXEMPLE

Soient [1,l, 13 les formes linéaires de R?® définies par
li(z,y,2)=xz+y+32, la(z,y,2)=bx—y+z et ls(x,y,2)=x—y—=z2

a) Montrer que (l1,l2,l3) est une base de I’espace dual (RB)* H

b) Trouver la base (u1,us2,u3) de R® dont la base duale est (I1,12,13).

a) Notons par (er,es,e3) la base canonique de R?, (e}, e3,e3) la base duale de
(e1,e2,e3) et P la matrice dont les lignes sont les coordonnées des formes
linéaires Iy, 12,13 dans la base (e], e3, e3).

1 1 3
Ona: P= 5 —1 1
1 -1 -1

Comme det P = —4 # 0, donc (I1,l2,13) est libre et par suite une base de E*.

En calculant P~!, on trouve

pil=| _

ot s — (L 3 (Y Yy (T8
b)Dou.u1f< 5 2,1),’&27(2,1, 2),%*( 1, 272)

On vérifie que (u1,uz, uz) est une base de R® dont la base duale est (I1,12,13).

NG| =

Exercices

Se reporter page : 190.
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3.7 Comment déterminer la transposée d’une ap-
plication linéaire ?

Soient F, F' deux espaces vectoriels et h une application linéaire de E dans F. La

transposée de h notée *h est application linéaire de F* dans E* définie par

Vip € F*'h () = o h.

Quand E et F sont de dimension finie ayant pour bases respectivement (e1,- - ,€5) et
(fi, -+, f»), la matrice de *h relativement aux bases duales (fl*, e ,f;), (el,..,en)
est la transposée de la matrice de h relativement aux bases (e1,- -+ ,en) et (f1, -+, fp).

EXEMPLE

Dans F = R, [X] muni de sa base canonique (1,X, XQ), on considére ’appli-
cation linéaire h de E dans E définie par

h(P)=(X+1)P +P

Déterminer la transposée de h.

La matrice de h relativement aux bases canoniques est

1 1 0
MMp)y=[( 0 2 2
0 0 3
1 1 0 1 1 0
La transposée de M (h)=| 0 2 2 Jest'M(h)=( 1 2 0
0 0 3 0 2 3
1 0 0
Donc *h a pour matrice 1 2 0 relativement aux bases duales.
0 2 3

Exercices

1. Soit ¢ la forme linéaire de R? définie par : o (z,y) = 3z — 2y.
Pour chacune des applications linéaires T : R* — R? suivantes, trouver ‘T ().

(@) T(z,y,2) = (x+2y,y + 2) ;
(b) T(z,y,2) = 2z +y+2,2—y)

*) Pour la suite des exercices, se reporter page : 190.
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3.8 Comment trouver un sous-espace supplémen-
taire d’un hyperplan ?

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et H un hyperplan de F.

Pour trouver un sous-espace supplémentaire de H, il suffit de trouver un vecteur =
qui n’appartient par & H, puis on considére la droite : D = Vect(z) = {\z, A € R}.

D est alors un sous-espace supplémentaire de H dans FE.
EXEMPLE

Dans R* muni de sa structure canonique d’espace vectoriel sur R, on con-
sidére le sous-espace vectoriel H défini par

H = {(m17x2,m3,m4) S R472x1 — 322 +4x3 — x4 = O} .
Trouver un sous-espace supplémentaire de H dans R*.
Soit f la forme linéaire de R* définie par
YV (x1,x2,x3,%4) € R*, f(z1, 22,23, 24) = 201 — 322 + 423 — 4.

On remarque que H = {(xl,mg,ac3,:c4) € R, f (21,22, 23,24) = O} = Ker (f), donc
H est un hyperplan de R*.

Soit @ = (0,0,0,1), il est clair que f (@) # 0 donc @ ¢ H, posons D = Vect (@), D est
alors un sous-espace supplémentaire de H dans R?.

Exercices

1. Dans R3 [X], on considére le sous-espace vectoriel H défini par
H= {P € R3[X], P (0) + 3P (0) — 2P (0) +4P® (0) = o} .

Trouver un sous-espace supplémentaire de H dans R3 [X].
2. Soient o, 3,7, A quatre nombres réels non nuls et soit H le sous ensemble de R*
défini par
H = {(x,y,z,t) € R4,ax+ﬁy+’yz+)\t:0}.
Trouver un sous-espace vectoriel supplémentaire de H dans R*.
3. Soient E = R3 [X], zo, z1, z2, z3 des réels deux a deux distincts et considérons
le sous-ensemble H de E défini par

H:{PeE, 15(330)—215(a:1)+315(1:2)—F’(xg):o}.

Trouver un sous-espace vectoriel supplémentaire de H dans F.

33



3.9 Comment montrer qu’une famille de formes
linéaires est libre dans ’espace dual d’un es-
pace vectoriel de dimension finie ?

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N*, B = (ey,--+,e,) une base de F
et (f1,---, fp) une famille d’éléments de E* (avec p < n sinon (f1,---, fp) est liée).

Pour montrer que (f1,--- , fp) est libre dans E*, on décompose d’abord chacune des f;
dans la base duale B* = (ej,--- ,e;,), puis on utilise les résultats généraux d’algebre
linéaire.

EXEMPLE
Soient fi, fo, f3 les formes linéaire sur R® définies par
filz,y,2) =x—3y+ 2z fo(z,y,2) =2+ 2y — 2, f3(z,y,2) =2z —y + 2.
Montrer que (fi, f2, f3) est une famille libre de (R3)*.
Soient B = (e1, ez, e3) la base canonique de R® et B* = (e, e3, €3) sa base duale.
On a: €] (z,y,2) =z, e5 (z,y,2) =y, €3 (z,y,2) = 2.
Donc fi =e] —3e5 +e3, fo =e] + 2e5 —e3, f3 =2e] —e5 + e3.
Il s’ensuit que

11 2
det(fi,fo, fs)=| =3 2 —1|=2+6-1-4-1+3=5#0.
1 -1 1

Par conséquent (fi, f2, f3) est libre dans (RS)*.

Exercices

1. Soient fi, fo, f3 les formes linéaires de R® définies par

fi(zy, 22, 23) = T2 + 25
fa (w1, 20, 23) = T4 + 30 + 43

J3 (x1, @2, 23) = 221 + 225 — T3

(a) Montrer que les formes linéaires suivantes forment une base de E* ;

(b) Déterminer la base préduale de (f1, fa, f3)-

*) Pour la suite des exercices, se reporter page : 191.
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Chapitre 4

Réduction des
endomorphismes et des
matrices

4.1
4.2

4.3
4.4
4.5

4.6
4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

Comment déterminer le polynéme caractéristique d’une matrice ?

Comment déterminer le polynéme caractéristique d’un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie ?

Comment montrer qu'un scalaire est une valeur propre d’un endomorphisme ?
Comment montrer qu’un scalaire est une valeur propre d’une matrice ?

Comment reconnaitre un vecteur propre d’un endomorphisme ou d’une ma-
trice ?

Comment déterminer le sous-espace propre associé a une valeur propre 7

Comment montrer qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie ou une matrice carrée est diagonalisable (1) ?

Comment montrer qu’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie ou une matrice carrée est diagonalisable (2) ?

Comment montrer qu’'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie ou une matrice carrée est diagonalisable (3) ?

Comment montrer qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie ou une matrice carrée est diagonalisable (4) ?

Comment déterminer le polyn6me minimal d’un endomorphisme ?
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4.12

4.13
4.14
4.15
4.16
4.17

Comment montrer qu’'un endomorphisme est diagonalisable en utilisant le polynome
minimal ?

Comment diagonaliser une matrice carrée ?

Comment calculer les puissances d’une matrice diagonalisable ?

Comment résoudre certains systémes de suites récurrentes ?

Comment résoudre un systéme différentiel linéaire a coefficients constants ?

Comment montrer qu'une matrice ou un endomorphisme est trigonalisable ?
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4.1 Comment déterminer le polynéme caractéris-
tique d’une matrice ?

Soit M une matrice carrée d’ordre n € N* a coefficients dans K.

Pour déterminer le polynéme caractéristique de M, on forme d’abord la matrice
(M — XI,,) puis, on calcule le polynéme Py (X) défini par :

P (X) = det (M — an) .

EXEMPLE

Déterminer le polynéme caractéristique associé a la matrice ci-dessous
1 0 2
A= 2 1 1
1 3 3
Le polynome caractéristique associé a la matrice A est
1-X 0 2
Py (X)=det(A—XI5) = 2 1-X 1

1 3 3-X
1-X)’B-X)-5(1-X)+12

ou encore : Pa(X)=(1-X)>’3-X)-5(1—X)+12.
Exercices

Déterminer le polynéme caractéristique associé a chacune des matrices suivantes

—-15 —-19 -13
1. A= 10 13 8 ;
4 5 4
IO .
2. A= i i1 avec j=¢e€'3 ;
S S
a b b
3. A= b a b avec a,beC;
b b a
J—a -5+a «
4. A= —« a—2 «@ avec a € C
5 -5 —2

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 192.
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4.2 Comment déterminer le polynéme caractéris-
tique d’un endomorphisme d’un espace vec-
toriel de dimension finie ?

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.

Pour déterminer le polynéme caractéristique de f, on forme d’abord la matrice A
de f par rapport & une base de F, puis on calcule le polynéme caractéristique de A,
qui est Py (X) =det (A — X1,,).

EXEMPLE

Dans R? muni de sa base canonique B = (e, e2), on considére I’endomor-
phisme f de R? défini par

Vu = zer +yes € R, f (u) = 3z — y) e1 + (z + 2y) e2.
Déterminer le polynéme caractéristique de f.

Formons d’abord la matrice A de f dans la base B. Pour cela, on calcule f(e1) et

f(e2). On a

f(e1) = 3e1 +e2, f(e2) = —e1 +2e2, dou: A= ( i’ _21 )

Le polynome caractéristique de f est donc

3—X

. 2:X’:(g—x)(2—x)+1.

Pa(X)=det(A—XI>) = ‘

Exercices

1. Soit f I’application de Rs [X] dans Rz [X] définie par
VP € Rs[X], f (P) = 2XP' — X>P" + P.
(a) Montrer que f est un endomorphisme de Rs [X] ;
(b) Déterminer le polynéme caractéristique de f.
2. Soit f I'application de R® dans R® deéfinie par
V(@,y,2) €R’, fz,y,2) = (@ —y+z2+2y —2,0+3y+2).
(a) Montrer que f est un endomorphisme de R® ;
(b) Déterminer le polynéme caractéristique de f.

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 192.
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4.3 Comment montrer qu’un scalaire est une valeur
propre d’'un endomorphisme 7

Soient E un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E et A un scalaire.
Pour montrer que \ est une valeur propre de f, on procéde comme suit :

Si E est de dimension finie, on vérifie que A est une racine du polynéme caractéristique
de f, sinon, on trouve un vecteur non nul u de E tel que : f (Au) = Au.

EXEMPLE

Déterminer les valeurs propres des endomorphismes suivants

a) f de R[X] défini par : f(P)=(X’+X)P — (3X*—-1)P;
b) g de R? défini par : g(z,y) = (z + v,z + 2y).

a) Soit A € R, X est une valeur propre de f si et seulement s'il existe P € R[X]\ {0}
tel que : f(P) = AP.
Considérons donc un polynéme P = a, X" +...+a1X +ap avec a, # 0, on a :
f(P) = AP si et seulement si

(n—3) an X" 4. = AMa, X" tan X" '+ +aX + aop),

d’ott : n = 3. Il s’ensuit que

f(P) = —a2X4 =+ (3&3 + a1 — 3a1 + a;;)Xs =+ (2@2 — 3ag + ag)X2 + 2a1 X + ag.
Aprés calcul, on trouve

—as = 0 —as = 0
4(13 — 2CL1 = )\ag (4 — )\)ag, = 2CL1
f (P) =)\P & 3a2 — Sao = ACLQ = aop = 0
2a1 = /\a1 (2 — )\)0,1 = 0
aop = )\ao (1 — )\)ao = 0

Sid#2et A#4= a3 =a1 =0 et comme (ap = az = 0), donc P = 0.
Si A =2, le polynéme P = X3 + X vérifie f(P) = 2P.

Si A = 4, le polynéme P = X? vérifie f(P) = 4P.

Donc les valeurs propres de f sont A =2 et A = 4.

*) Pour la suite du corrigé de 'exemple, se reporter page : 208.

Exercices

Se reporter page : 192.

39



4.4 Comment montrer qu’un scalaire est une valeur
propre d’une matrice ?

Soient A une matrice carrée d’ordre n € N* et A € K.
Pour montrer que \ est une valeur propre de A, on montre que A est une racine du
polynoéme caractéristique de A, ou encore il existe une matrice uni-colonne X telle

que : AX = \X.

EXEMPLE

01 -1
Trouver les valeurs propres de la matrice A = 1 4 =2 de M; (R).
2 6 -3
Le polynoéme caractéristique de A est
0—-X 1 -1
Py (X) = 1 4-X -2
2 6 -3-X

Aprés calcul, on trouve : Pa (X) = (1 — X) (X*+1).
Donc la seule valeur propre de A est \; = 1.
Exercices

Trouver les valeurs propres des matrices suivantes

~15 —19 -—13
1.A=| 10 13 8 ;
4 5 4
4 1 0 1
-2 -1 0 1
2B=1 _19 6 3 1 |?
2 1 0 -1
1 -1 2 -2
0 0 1 -1
0= 1 1 o |}
1 -1 1 0
0 1 -1
4. D= -3 4 -3
11 0
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4.5 Comment reconnaitre un vecteur propre d’un
endomorphisme ou d’une matrice 7

Soient F un espace vectoriel sur K, f un endomorphisme de E et u un vecteur de E.
Pour montrer que u est un vecteur propre de f, il suffit de vérifier que u # 0 et qu’il
existe A € K tel que : f (u) = Au.

Soient A une matrice carrée d’ordre n € N* A coefficients dans K et u un vecteur de
K". Pour montrer que u est un vecteur propre de A, il suffit de vérifier que u # 0 et
qu’il existe A € K tel que : AU = AU (U étant la matrice unicolonne associé a u).

EXEMPLE

Dans R® muni de sa base canonique B = (e1, e2, €3), on considére ’endomorphisme

1 0 1
f de matrice A= 0 1 0
1 0 1

Montrer que les vecteurs : e; + e3, ¢ — e3 et ez sont des vecteurs propres

de f.
On voit bien que :

o f(e1+e3)=(e1+e3)+ (e1+e3) =2(e1+ e3), donc il existe A = 2 € R tel que :
f(e1+e3)=A(e1+e3);

o f(es1 —e3) =(e1+e3) —(e1+e3) =0-(er —e3), donc il existe A =0 € R tel que :
fler—es) =X(er—e3);

e f(e2) = ez, donc il existe A =1 € R tel que f(e2) = A(e2).
Par suite e; + e3, e1 — e3 et ez sont des vecteurs propres de f.

Exercices

1. Dans R® muni de sa base canonique B, on considére ’endomorphisme f dont

3 -1 1
la matrice dans Best: M (f)=| 0 2 0
1 -1 3
Montrer que les vecteurs (1,0, —1), (0,1,1) et (1,0,1) sont des vecteurs propres

de f.

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 192.
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4.6 Comment déterminer le sous-espace propre
associé a une valeur propre ?

Soient E un espace vectoriel sur K, f un endomorphisme de F et A une valeur propre

de f.

Pour déterminer le sous-espace propre associé a A, on résout f (u) = Au, d’incon- nue
u. Le sous-espace propre associé a A est alors le sous-espace vectoriel de E engendré
par ’ensemble des solutions de cette équation.

Soient A une matrice carrée d’ordre n € N* & coefficients dans K et A une valeur
propre de A. Pour déterminer le sous-espace propre associé a A, on résout ’équation
AX = AX ou (A— AI,)X = 0 d’inconnue X. Le sous-espace propre associé a \ est
alors le sous-espace vectoriel de K" engendré par ’ensemble des solutions de cette

équation.
EXEMPLE

Dans R?, on considére ’endomorphisme f dont la matrice dans la base

3 3 =2
canonique est : M (f)=| 0 -1 0
8 6 =5
a) Montrer que le réel A = —1 est une valeur propre ;
b) Trouver le sous-espace propre associé a A = —1.
4 3 -2
a) Ona: M (f)—(-1)Is=M(f)+Is=| 0 0 0 |],doncdet(M(f)+1I)=0,
8 6 —4
d’ott A = —1 est une valeur propre de f.
b) Soit u = (x,y, z) un vecteur propre associé 8 A = —1, on a :
g _31 _02 ; _ ::Zj {4x+3y—2z = 0
8 6 -5 . _ 8r+6y—42z = 0
& dr+3y—22=0
Le sous-espace propre associé a A = —1 est donc le plan d’équation

4 4+ 3y — 22 = 0.

Exercices

Se reporter page : 193.
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4.7 Comment montrer qu’un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie ou
une matrice carrée est diagonalisable (1) ?

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

Pour montrer qu’un endomorphisme f de E est diagonalisable, on peut montrer que
f admet n valeurs propres distinctes.

Pour montrer qu'une matrice carrée M d’ordre n € N* & coefficients dans K est
diagonalisable, on peut montrer que M admet n valeurs propres distinctes.

EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est
0 1 2
M={(1 0 2
1 2 0
Montrer que [ est diagonalisable.

Calculons les valeurs propres de f. Pour cela, on calcule Py (X) = det (M — A3),
puis on résout ’équation Pys (A) = 0 d'inconnue A. On a

-2 1 2 33—\ 1 2 1 1 2
Py(N)=| 1 —-Xx 2 = 3—X =X 2 [=@B-=-XN|1 =x 2
TR S U e I T N ) 1 2 -
1 1 2
D’ou Par (A) = B3=XA)]0 —=x-1 0 =B=AN(=A=-1)(=2-2).
BRI 0o 1 “A-2
Donc f admet pour valeurs propres les réels Ay = —1 , Ao = —2 et A3 = 3. Par suite

f est diagonalisable.
Exercices

Montrer que les matrices carrées suivantes sont diagonalisables

11 -5 5 0 -8 6
.A=| -5 3 =3 |; 3. 0= -1 -8 7 |;
5 -3 3 1 —14 11
010 3 2 —2
2.B=|1 0 1 |; 4. D=| -1 0 0
010 1 1 0
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4.8 Comment montrer qu’un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie ou
une matrice carrée est diagonalisable (2) ?

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Pour montrer qu'un endomor-
phisme f de E est diagonalisable, il suffit de trouver une base de F formée que de
vecteurs propres.

Pour montrer qu’une matrice carrée d’ordre n € N* a coefficients dans K est diago-
nalisable, il suffit de trouver une base de K" formée que de vecteurs propres.
EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique

4 0 O
B = (e1,e2,e3) est : M = -2 4 -1
—4 0 2

Montrer que [ est diagonalisable.

Calculons d’abord les valeurs propres de f.

Pour cela, on calcule Py (A\) = det (M — AI3) puis on résout I’équation Py () =0
d’inconnue A. On a

4-Xx 0 0
Pu(N)=| -2 4-x -1 :(47)\)'
—4 0 2-2A

4-A 0

I ':(47)\)2(27)\).

Donc les valeurs propres de f sont : A\; = 2 et A2 = 4. Remarquons que

o f(e2+2e3) = dex + 2(—e2 + 2e3) = 2(e2 + 2e3), donc (e2 + 2e3) est un vecteur
propre associé a A\; = 2 ;

o f(er —2e3) =4der — 2ex — des — 2(—ea + 2e3) = 4 (e1 — 2e3), et f(e2) = 4dea, donc
(ex — 2e3) et ez sont des vecteurs propres associés a A2 = 4.

0 1 0
D’autre part Detp (e2 + 2e3,e1 —2e3,e2) = | 1 0 1 | =2 # 0, donc la famille
2 -2 0

(e2 4 2e3,e1 — 2e3, e2) est une base de vecteurs propres et par suite f est diagonalis-
able.

Exercices

Se reporter page : 193.
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4.9 Comment montrer qu’un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie ou
une matrice carrée est diagonalisable (3) ?

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

Pour montrer qu'un endomorphisme de E est diagonalisable, on peut montrer que la
somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a n.

Pour montrer qu'une matrice carrée d’ordre n € N* & coefficients dans K est diago-
nalisable, on peut montrer que la somme des dimensions des sous-espaces propres est
égale a n.

EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique

1 2 1 -1
0O 1 0 O
B = (e1,€e2,€e3,e4) est : M = 0 1 2 o
0O -1 0 2

Montrer que [ est diagonalisable.

Calculons les valeurs propres de f. Pour cela, on calcule Py (A) = det (M — \ly),
puis on résout I'équation Py (A) = 0 d'inconnue A. On a

R N IR
Py (M) = 0 1 9 0 =(1-2x) 1 2—A 0 |, donc
-1 0 2—A
0 -1 0 2—-A

Py (M) =(1-X2)22-))>.

Les valeurs propres de M sont donc donc A = 1 et A = 2. Cherchons ensuite les
dimensions des sous-espaces propres de f.

Pour A =1,

I
oo

200+ x3 — x4 = 0 20—
(w1, 22,23, 24) € E1 & T2 + 23 =0 4:){ 2o
T2 + X3

—X2 + T4 = 0

Donc ((1,0,0,0) , (0,—1,1,—1)) est une base de E1, d’ott dim (E) = 2.
*) Pour la suite du corrigé de 'exemple, se reporter page : 268.
Exercices

Se reporter page : 194.
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4.10 Comment montrer qu’un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie ou
une matrice carrée est diagonalisable (4) ?

Soit F un K espace vectoriel de dimension n € N*. Pour montrer qu'un endomor-
phisme f de FE est diagonalisable, on peut montrer que F est une somme directe des
sous-espaces propres de f. En fait, f est diagonalisable si et seulement si E est une
somme directe des sous-espaces propres de f.

Pour montrer qu’une matrice carrée M d’ordre n € N* a coefficients dans K est diag-
onalisable, on peut montrer que K™ est une somme directe des sous-espaces propres
de M. En fait, M est diagonalisable si et seulement si K" est une somme directe des
sous-espaces propres de M.

EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique

2 -2 1
B = (e1,e2,e3) est : M = 2 =3 2
—1 2 0

Montrer que f est diagonalisable.

Calculons les valeurs propres de f. Pour cela, on calcule Py (A) = det (M — A\I3),
puis on résout I’équation Py (A) = 0 d’inconnue A. On a

2—A —2 1
Pu(N) =det(M—-A3)=| 2 —3-X 2 |[=-(1-X>(\+3).
-1 2 —A
Les valeurs propres sont donc \; = 1 et Aa = —3. Montrons que R? est somme directe

des sous-espaces propres de f. Pour tout (z,y,2) € F, on a
(z,y,2) EE1 &z —2y+2=0
(r,y,2) e E_3 (bex —2y+2=0et2x+22=0) & (z=—zety=2x).

D’autre part, pour tout (z,y,2) € E,

1 1
(x,y,z):Z(—x+2y—z)(1,2,—1)+Z(51:—2y+z,2x+2z,—x+2y+3z),

1 1
1 (—z+2y—2)(1,2,—1) € E_3 et Z(5m—2y+z,2x+2z7—m+2y+3z) € Ex
Donc E = Ey + E_3. Par ailleurs, E1 N E_3 = {0} dou E = E1 ® E_3.

Par suite f est diagonalisable.

Exercices

Se reporter page : 194.
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4.11 Comment déterminer le polynéme minimal
d’un endomorphisme ?

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Pour déterminer le polynéme minimal de f, on cherche parmi les polynémes diviseurs
du polynome caractéristique de f, un polynéme annulateur de f de degré le plus petit
(ce polynome a exactement les mémes racines que le polynoéme caractéristique de f)
puis on normalise le polynéme obtenu.

EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique
B = (e1,e2,e3) est

M = 1 -1 1

Déterminer le polynéme minimal de f.

Tout d’abord, calculons le polynéme caractéristique de f.

-1-X 1 1
Py (X) = 1 -1-X 1 =(1-X)(X+2)°>.
1 1 -1-X
On a deux possibilités : mf = (X — 1) (X +2) ou my = (X — 1) (X +2)°.

Calculons ensuite (M — I3)(M + 2I3), aprés calcul, on trouve la matrice nulle, donc
my = (X —1)(X +2).

Exercices

Déterminer le polyndme minimal de chacune des matrices carrées suivantes

2 2 -5 —4 0 =2
1. A= 3 7 =15 |; 4. D= 0 1 0 :

1 2 —4 5 1 3

3 -1 1 -4 1 0 1
22.B=12 0 1 ]; -2 -1 0 1

1 1 2 SE=1 _19 6 3 1

3 -1 1 -2 1 0 -1
3.c=(0 2 0 |;

1 -1 3
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4.12 Comment montrer qu’un endomorphisme est
diagonalisable en utilisant le polynéme min-
imal ?

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F.

Pour montrer que f est diagonalisable, on peut montrer que le polynéme minimal
de f est scindé et a toutes ses racines simples. En fait, f est diagonalisable si et
seulement si le polynéme minimal de f est scindé et a toutes ses racines simples.

Pour montrer qu'une matrice carrée a coefficients dans K est diagonalisable, on peut
montrer que son polynéme minimal est scindé et a toutes ses racines simples. En
fait, une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal
est scindé et a toutes ses racines simples.

EXEMPLE

Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique
B = (e1,e2,e3) est

3 -1 1
M = 2 0 1
1 -1 2

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

D’aprés l'exercice 2 de la méthode 11, le polynéme minimal de f est

mp= (X —1)(X —2)>.

Par suite f n’est pas diagonalisable.
Exercices
1. Soit f 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est
-5

2 2
A=\ 3 7 -15
1 2 4

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soit f ’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

-3 1 -1
A= -7 5 -1
-6 6 -2

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 194.
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4.13 Comment diagonaliser une matrice carrée 7

Soient n € N*, B la base canonique de K" (K = R ou C) et M une matrice carrée
d’ordre n a coefficients dans K. Pour diagonaliser M, on procéde comme suit

1. On cherche les valeurs propres de M

e Si M est triangulaire ou diagonale, les valeurs propres de M se lisent sur la
diagonale.
e Si M est inversible, 0 est valeur propre de M.
e Si M est symétrique réelle, toutes les valeurs propres de M sont réelles et M
est diagonalisable.
e Sinon on calcule det (M — AI,) = P (M), puis on résout 'équation Py (A) =0
d’inconnue A\ pour trouver toutes les valeurs propres de M.

2. o Si M admet n valeurs propres distinctes, alors M est diagonalisable. )
e Sinon, pour chaque valeur propre \;, on cherche le sous-espace propre associée
a \;. M est diagonalisable si et seulement si la dimension de chaque sous-espace
propre est égale a la multiplicité de la valeur propre associée.

3. On diagonalise M .
e Si M est diagonalisable, pour chaque A;, désignons par B; une base du sous-
espace propre associé a \; et B’ = U; B;, alors B’ est une base de K.
e Si P est la matrice de passage de B a B’ alors P"'MP est une matrice
diagonale. (Les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de M).

EXEMPLE

2 0 1
Montrer que la matrice A = 1 1 1 est diagonalisable et la diag-
-2 0 -1

onaliser.
Désignons par B = (e1, ez2,e3) la base canonique de R? et formons le polynéome car-
2—A 0 1
actéristique de A. Ona: Py () = 1 1-A 1 =-A(\—-1)%
-2 0 —1-X
Les valeurs propres de A sont A1 = 0 (valeur propre simple) et Ao = 1 (valeur propre
double).
*) Pour la suite du corrigé de exemple, se reporter page : 273.

Exercices

Se reporter page : 195.

49



4.14 Comment calculer les puissances d’une ma-
trice diagonalisable ?

Soit A une matrice carrée d’ordre n € N* diagonalisable.

Pour calculer A™ avec m € N*, on cherche une matrice inversible P telle que P~ AP
soit une matrice diagonale (une telle matrice existe car A est diagonalisable), puis on
pose D = P~1AP.

On a alors A= PDP~*! et donc pour tout m € N*, A™ = PD™P™ !,

EXEMPLE

1 2

SmtA:(3 9

). Calculer A™ pour n € N*,

Diagonalisons d’abord la matrice A. On a

1-A 2

PA()\)Zdet(A—)\Ig):‘ L2

‘:(1—)\)(2—/\)—6:()\—1—1)()\—4).
Les valeurs propres de A sont A\;1 = —1 et Ay = 4, donc A est diagonalisable.

Cherchons ensuite une base formée de vecteurs propres de A. Comme pour tout
(z,y) € E,

(z,y) € E_1 & 22+ 2y = 0 donc e; = (1, —1) est une base de E_1,
(z,y) € E4 & =3z 4+ 2y = 0 donc ez = (2, 3) est une base de Ej.

Tl s’ensuit que (e1,e2) est une base de R?. TLa matrice de passage P de la base
1

canonique a (e1,ez2) est P = ( 13

) et a pour inverse

L1, 13 -2
= G (ComA)_5(1 1 )

D’aprés ce qui précéde, A = P ( _01 2 ) P~! et par suite pour tout n € N*,
n
n — .
_ (1) 0 1
A"=P < 0 (4)" P

3(-1)"+2-4"  2(=1)"Tt42.47 )

. * n __ 1
Par suite, pour tout n € N*, A" = 5 ( 3(—1)" £ 3.4 2(—1)" 434"

Exercices

Se reporter page : 195
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4.15 Comment résoudre certains systémes de
suites récurrentes 7

Cette méthode sera illustrée sur un exemple.

Déterminons les suites (un), et (vn), définies par : uo =1, vo = 2 et

Un+1 = Un + 21}71,
v N
nes { Un4+1 = 3up, + 2v,

1 2
Posons A = ( 3 9 ) et X, = ( tn > Ona: X,11 = AX, d’olt par récurrence

Xnt1 = A" Xo. On est ramené donc a calculer A” pour n € N. Diagonalisons alors
la matrice A. Le polynoéme caractéristique de A est

1-A 2

PA()\):det(Af)\Ig):‘ 5 9

‘:272/\7)\+)\276:()\+1)()\74).

Donc A a pour valeurs propres A\; = —1 et A2 = 4. D’autre part pour tout (z,y) € R?,
(r,y) e ELi &z +2y=—x < z=—y = (1,—1) est une base de E_ ;

(ryy) EEsex+2y=4de s y= %x:> (2,3) est une base de Ey.

(12 o 1(3 -2 -1 0\ _ ..
PosonsP-(_1 3),ona.P —5(1 1)et<0 4)—P AP,

donc pour tout n € N,

wer (e )

W L[ 3(=1)" 424" —2(=1)" 424"
Ou encore pour tout n € N, A" = 5 < 3(—1)™ 4 3.4" —2(—1)"43-4" )° il

s’ensuit que pour tout n € N,

o L BED 24 1 (-2(-D)" +2-47) 2
”+1*5< (B(=1)" ' +3-4") 1+ (=2(-1)" +3-4") -2 )

Autrement dit

men | =1; (B(=1)" 424" -1 4 (—2(=1)" +2.47)-2)
vn = ¢ ((B(=1)"™ +3-4") -1+ (=2(-1)" +3-4") - 2)

Exercices
1. Déterminer les suites (un),, et (vn),définies par

Un+1 = Un + 4Un

uozl,vgzletVneN,{v+l = 2u, + v

*) Pour les exercices complémentaires, se reporter page : 195.
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4.16 Comment résoudre un systéme différentiel
linéaire A coefficients constants ?

Soit a résoudre le systéme différentiel suivant

’

ry = auxi1 + -+ QiaZn
/

) - az21x1 + e + A2nTn
/

T, = an1T1 + e + AnnTn

avec a;; € R et x; : R — R des fonctions dérivables.

Sous forme matricielle, le systéme précédent s’écrit : on A = (a;;) et X =

Tn
Supposons que A soit diagonalisable, il existe alors une matrice diagonale D et une
matrice inversible P telles que : D = P"1AP.

On intégre ensuite le systéme X’ = DX, puis on écrit X = PX.
EXEMPLE

/
) . cons s Ty = x1 + 2z
Résoudre le systéme différentiel : { v = 8¢ 4+ 2w
(1 2 a3 . T = 11 4+ 21
PosonsA—(3 2)etX—<x2).Ona.{x,2 — 32, 4+ 21

Ou encore X’ = AX. Diagonalisons la matrice A. D’aprés I’exemple de la méthode

1 2 1

14, il existe une matrice P = < 1 3 > et une matrice D = ( _O 2 ) telles que

~/

A= PDP™!. On intégre ensuite X' = DX, c’est-a-dire { :f,l - on
Iy = 4Io
. T = Kpe!
Ce qui nous donne { o ! 4 avec K1, Ko € R,
i) = ng

s o X1 o 1 2 i‘1
Dautrepart,X-( o )— ( 1 3 ) < T ),donc

Kie t 2K. 4t
( X1 ) = ( —[;fefﬁ_,_ 3}?266415 ) avec K, Kz € R.

1 = Kle_t =+ 2K284t

Par conséquent { = _Kyet 4 3Kaelt

avec K1, K2 € R.
X2
Exercices

Se reporter page : 195.
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4.17 Comment montrer qu’une matrice carrée
ou un endomorphisme en dimension finie
est trigonalisable 7

Soit M une matrice carrée a coefficients dans K. Pour montrer que M est trigonalis-
able, on peut montrer que le polyndéme caractéristique de M est scindé.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.
Pour montrer que f est trigonalisable, on peut montrer que la matrice associée a f
est trigonalisable.

EXEMPLE

2 01
Trigonaliser la matrice M = 1 1 0
-1 1 3

Calculons d’abord le polynéme caractéristique de M.

2-XA 0 1
Pu(N)=| 1 1-X 0 |=-A=2)°
—1 1 3-X

Cherchons une base de E>. Comme pour tout (z,y,z) € E,
z = -
(z,y,2) € B2 & T — y = <:>{Z - 0

-z 4+ Yy + z =

coo
Il
<

Donc E» a pour base e; = (1, 1,0).

Cherchons ez, e3 pour que B = (ey, ea,e3) soit une base de R et que M (f, B) soit

2
triangulaire, c’est-a-dire M (f,B)=[ 0 2 - olt f est 'endomorphisme de R?
0 0 2

dont la matrice dans la base canonique est M.

Posons ez = (z,y, 2), on doit avoir (f (e2) — 2e2) € Vect (e1), cherchons a € R tel que

z = «
x Yy + «

z = «

r — y = a & {
-r + y + z = 0

*) Pour la suite du corrigé de 'exemple, se reporter page : 281.

Exercices

Se reporter page : 196.
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